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PRZEDMOWA. 


—sddóbóce — są 

Na współdziałaniu zdolności teoretycznćj i prä- 
ktycznćj, na połączenia tych dwóch kieranków, 
opiera się postęp każdćj umiejętności, zatćm i.Jeo- 
nietryi. Umysł badający oczyszcza i prześwietla 
mętny ehaos faktów i własią mócą wykrywa no: 
we prawdy,—a powszechnie koniecznością kiero- 
wanie prace, skrzętne kombinacye (raktycznego 
człowieka, wskazują nowe widoki tam, gdzie ogra: 
niezone warunki myślącćj indywidualności sięgać 
nie pozwalają. Na pracach taką pódwójną spło* 
dzonych drogą, powstaje system wszechstronny, 
stapiający w pewnym momencie całość prawdy, 
w którym nauka staje się fielną i praktyczną, a 
empirya rozumną i konieczną. 

Do utworzenia takiego systematu w Jeometryi 
dążyłem. O ile wymagania założonemu uczyniłem 
zadość, światły czytelnik oceni; uważam wszakże 
stosownćm wskazać na te piunkta, które misię zdą+ 
wały stanowić własność i żaskigę mego pozłąda. 

Przedewszystkiem, w rożwijania pojęć jeome- 
frycźnyeh, starałem się zachówać nieprzerwany a 
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jednostajny ciąg i apodyktyczne następstwo my- 
ŝli, mianowicie w szezególnych traktatach nauki, 
nie colałem si do. WALE, BADU nktu wyjscia: 
własności trójkątów Jol ASA nając całość 
od prawd oczywistych, z nich i z poznanych już 
własności figur, wyprowadziłem nowe prawdy. 
Słusznie bowiem Mnie Kant, że jeśli dlądoj- 
ścia do cela potrzębabędzie często wracać;do pne: 
Ktu, od któregośmy zaczęli, żeby nową przedsię: 
wziąć drogę, to ztego można wnosić, że naukada- 
leką jest ad drogi pewnćj, którćj szuka tylko po oma= 
cku, ale jéj nie znajduje; jednćm słowem żę niema 
nauki; a przedewszystkićm o naukę idzie, 0 praz 
wile nie oużytek. W pracy mój nie chciałem się po- 
chbonąć jednostronnie pojętym pedagogicznym ce-.. 
lem: poczynięnia ułatwień dla uczących się, —zwy> 
kle bowiem takie ułatwienia dzieją się uieinaczćj 
jak kosztem nauki sanćj; kosztem myslącćj itwo- 
rzącćj zdolności uczącego się; nauka zamienia się 
w aggregat faktów, dogodnie zastosowanych dla 
pamięci, w kupę wolną całości i związku;  przy- 
czem nawet ważny pedagogiczny „eel: wszeche 
.stronnego rozwinięcia władz poznawania, należy= 
cie osiągniętym: być nie może. To jest wreszcie 
najłatwiejsze, co najlogiczniejsze, najprostsze: 
Tak tedy, podług najlepszćj wiedzy mojćj, urzą- 
dziłem czcigodny budynek przeszłości ważniejsze 
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zmiany względem zwykłego rzeczy traktowania, 
zawierają się w traktatach: odwóchliniach prostych 
leżących na płaszczyznie, u równości, podobień- 
stwie i symetryczności fign, tudzież o zależności 
wielkości figur rów noobw odowych do ich kształtu. 

Dołólkzone, odpowiednio rozwinięciu teoryi, za- 
gadnienia i zastosowania, objaśniając prawdy po- 
dane i wskazując sposób w jaki one stosowanemi 
byćwinny,dopelniają całościnankiimojćj książki. 

Przez łączne objęcie tak zasad jak i zastosowa, 
mianowicie: traktując Jeometryę elementarną już 
jako izayogikę Jeametryi wyższćj, jaż jako nau- 
kę pomocniczą w Matematyce stosowanćj, tudzież 
przewodniczącą w rzemioslach; a przeto odlpowie- 
dno wymaganiom tak realnego jak i ogólnego u- 
kształcenia, zatćm równie właściwą dla szkół re- 
alnych, jako i filologicznych (opuszczając tylko 
w ostatnich zastosowania), sądziłem że zadosyć 
czynię wymaganiom (teoretycznym i praktycznym 
potrzebom. 

Oddaję pracę moją pod bezstronny sąd publi- 
czny w przekonaniu, że w dzisiejszym stanie lite- 
ratury matematycznćj krajowćj, nie będzie ona bez 
pożytku, gółów zawsze stanąć w zapasy za prze- 
konanie, dobrą wiarą i pracą bez uprzedzeń zdo- 
byte, a poddać się wszeclistronniejszemu, jakie 
w rozwoju nauki jest konieczne. 
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l. Wszystko co działa na nasze zmysly zowie się 
cialem. 

Ciała mogą być uważane pod trzema względami: 

a) pod względem ksztallu, mogą być kuliste, wie- 
lościenne i t. p. 

b) pod względem wielkości, —mogą być równe, al- 
bo jedno większe od drugiego; 

c) pod względem jakości, czyli składu wewnętrz- 
nego; —mogą być złożone z jednakowej, lub též 
niejednakowćj materyi. 

Dwa jakiekolwiek ciala jednakowego ksztaliu, mo+ 
gą się różnić wielkością; —jednakowego ksztallu i 
wielkości, mogą się różnić co do jakości; — mające 
zaś wszystkie trzy własności jednakowe, zupelnie nie 
różnią się od siebie lak, że jedno za drugie może być 
wziętem ; — przeto te trzy wlasności wyczerpują zu: 
pełnie istotę ciała i dla tego ciala mogą być uważane 
tylko pod temi trzema względami. 

Il. Jeżeli weźmiemy za przedmiot poznania na* 
szego ksztalt i wielkość ciał, to do icl poznania nie 
możemy dojść, za pomocą rozważania samychże ciał, 
po-lsze, z przyczyny nieograniczonćj ich liczby; po- 
2gio, że codzienne potrzeby życia wymagają nadawa- 
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nia eialom ci;gle odmiennego ksztalia, stosownie do 
celu na jaki są przeznaczone; a w tym względzie ist< 
niejące ciala nie hastręczają przykłada. “ I 

"IM. Zaslanowiwszy się nad jakićmkolwiek cialem, 
widzimy że ono ma granice oddzielające je od innych 
ciał, i te granice zowią się powierzchniami. Krawe- 
dzie czyli przecięcia się tych powierzchni, zówią się 
niami. Krawędzie czyli linie, ograniczają się przez 
spotkanie się z dragiemi liniami lub tét powierzcehnia- 
mi: granice zaś ke zowią się punkłami, Ztąd wynika: 
że powierzchnia, jest granicą ciała; linia, powierzchni; 
punkt zaś, granicą linii. 

Powierzchnia przecinając cialo, przecina zarazem 
niektóre z ograniczających je powierzchni z ich krai 
wędziami; tym sposobem na powierzchniach tworzą 
się linie, a na liniach, pankta. Lecz podzielność jest 
główną własnością ciał, przeto na powierzchni mo- 
żna poprowadzić dowólną liczbę linii; na linii taš, 
wziąć móżna dowolną liczbę punktow. i 

W każdćm miejscu powierzchni, można popr iwa: 
dzić przecinające się linie, ich przecięcie się zowie 
się panktem; i dla tego każde nepe powierzchni 
zowie się punktem. 

IV. Niema nawet dwóch ciał mających ksztalt zti- 
pełnie jednakowy, jednak wiele jest ciał co do kształ- 
tu do'siebie podobnych: jak koliste, graniaste i t. p. 
Dla oznaczenia tego podobieństwa, a tén Samćm i sà: 
mego kszfalta ciał, potrżeba przyjąć za stały taki 
ksztalt, do którego KRDA zbliża się ksztalt ciał 

— podobnych do siebie; taki to kszfalt jest cialem wyo- 
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brażalném ezyli jeometryczném, 1 tak: w cialach ka. 
listych spostrzegamy, że różnica między odleyglościa: 
mi punktów ich powierzchni od punktu wewnątrz 
wziętego w jednych jest większa, aniżeli w dragich, 
i dla tego za staly przyjmujemy taki ksztalt, w którym 
te odległości są jednakowe, i któryto zowie się kuły, 
Żadne cialo nie ma lakiego kszialiu, lecz tylko kształt 
ich zbliża się do kuli. Podobnym sposobem docho* 
dzimy do pojęcia innych jeometrycznych ciał czyli 
brył. 

YV.. Różnica między bryłą a cialem jest ta, że , pier: 
wsza jako wyobrażalna a) nićma jakości czyli skła: 
du wewnętrznego, a przeto może być tylko uważana 
pod względem ksztalt i wielkości; b) że oną bez 
przerwy może się powiększać i zmniejszać, ciala zaš 
choćby sięi zmniej: zaly „powodu dzielenia, to w tóm 
zmniejszaniu się zawsze są przerwy. 

„VM. Powiększanie się i zmniejszanie brył nie ma 
granic. Stopniowe powiększanie się brył doprowa- 
dza nas do pojęcia przesłrzeni, stopniowe zaś zmniej- 
szanie się do pojęcia punklu. Przestrzeń i punkt ma- 
ją ksztal nieoznaczony, czyli są bezksztaltne, gdyż do 
ich pojęcia przychodzimy z rozważania jakićjkolwiek 
bryły; pod względem zaś wielkości: przestrzeń jest 
nieskończenie wielką, punkt zaś nieskończenie małym, 
dla tego, że pierwsza jest większą, a drugi mniej; 
szym, „od wszelkićj ograniczonćj wielkości. o,o aii 

VI, Ograniczenia ciala zowią się powierzchnią, 
linią ;i punktem (Il), z tego powodu i granica. bryły 
żawie się także powierzchnią , granica tćj powierz 
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chni /ónią, granica nit punktem. One są tylko wyd- 
brażalne, i razem z bryłą mogą się powiększać lub 
zmniejszać, ograniczenia zaś ciala podpadają pod. 
zmysły, i tak jak samo ay ani Górze się, ani 
zmniejszać nie mogą. T 

Vito W bryłe, Siaki jak w ciele, móżna gb 
prowadzić dowolną liczbę powierzchni, które zrodżą 
na powierzchniach bryły dowolną liczbę linii, zaś na 
liniach taką samą liczbę punktów (IM); idla tego bry- 
lę można uważać, za powierzchnie; powierzchnię, za 
linie; linię za punkta, —bez przerwy po sobie następu- 
jace. Z tego to powodu tworzenie się tych wielkości 
przedstawiamy w następujący sposób: 

' Droga przez pankt przebieżona, jako szereg pun- 
któw bez przerwy idących, zowie się linią. * Dla tój 
samćj przyczyny droga przebieżona przez linię zówie 
się powierzchnią; prorok zaś pa paer iranis, 
pi | | i 


Th 


"ad ird 


IX Linis jako nieprzerwany szereg punktów jeśt 
tylko wyobrażalną. Pojęcie onićj powinno być'ozna- 
czone,inaczćj bowiem nie moglibyśmy wykryć szcze» 
gólnych jćj własności. Linia w mysli wtenczas tylko 
jest oznaczoną, gdy przedstawimy sobie tworzące ją 
punkta jako mające jedną główną własność. Z legoto 
powodu /ńżie, pod wzgledem ksztallu; są to punkla beg 
przerwy po sobie idące, mujące jednakową własność 
główną: ap. linia prosta, jest to. szereg nieprzerwany ` 
punktów jednakowo położonych ze wszystkich stron, 
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względem dwóch jakichkolwiek jój punktów. Dla 
téj samćj przyczyny pod względem kształtu powie- 
rzchnie są lo Mnie bez przerwy po sobie idące, maja- 
ce jedną własność wspólną: np. płaszczyzny, są to 
linie proste bez przerwy po sobie idące, przecinające 
się z dwoma zbiegającemi się prostemi. Bryły, są to 
powierzchnie ograniczone, bez przerwy po sobie ida- 
` ce, mające główną własność wspólną. Powierzchnie 
tworzące bryłę dla tego są ograniczone, gdyż inaczój 
otrzymalibyśmy pojęcie bryly aganin czyli 
przestrzeni. | 
$ 4 


+ X. Ze sposobu tworzenia się wielkości przestrzen- 
nych, otrzymaliśmy ich własności/ściągające się do 
kształtu; własności: zaś co-do ich wielkości są: 

1) Pod względem wielkości punkt jest nieskończe- 
nie mały (VI), a tém samém nie może być zmietzo+ 
nym; i dlatego linia, jako droga przez punkt przebie- 
żona ma tylko jeden wymiar, zaleźący od wielkości 
drogi przebieżonćj, zwanćj długością. Dla zmierze- 
nia linii trzeba tylko zmierzyć jéj dlugość; i dla tego 
długość zowie się wymiarem linii —/inia zaś, wielko- 
ścią przestrzenną jednowymiarową; czyli rozciągło- 
ścią uważaną pod jednym wymiarem długości. 
"'2)-Wielkość i stosunek powierzchni, jako drogi 
przebieżonćj przez linię, zależy tylko od długości tćj 
Kis więcej „e w e wise długością poawapaeknij 


wianik drichątyewego plstożokid: Odległość ta mierzysię 
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linią zwaną szeroliością powierzchni. Ztąd wynika że: 
1) powierzchnie, mające równe długości i szerokości, 
są sobie równe; 2) przy równych długościach, jedna 
_ powierzchnia tyle raży jest większa od drugićj, ile razy 
szerokość pierwszój, jest większa od szerokości dru- 
gićj powierzchni, czyli powierzchnie te są w stosunku 
szórokości=i nawzajem powierzchnie mające równe 
szerokości, mają się do siebie w stosunku dlugości; 
3) w ogólności zaś powierzelinie mają się do siebie: 
jak iloczyny z długości przez szerokość; czyli jedna 
powierzchnia tyle razy zawiera się w drugićj powierz- 
chni; ile razy iloczyn z długości, przez szerokość pier- 
wszćj, zawiera się w podobnym iloczynie drugićj pó- 
wierzchni. Za jedność do mierzenia powierźchni za~ 
zwyczaj przyjmajemy taką powierzchnię, którćj dłu- 
gość i szerokość, równają się jedności przyjętćj za 
jedność do mierzenia linii; iloczyn więc z liczebnój 
wartości z długości przez szerokość, dla powierzchni 
przyjętćj za jedność, równa się także jedności licze- 
bnćj: przeto jedność powierzchni tyle razy zawiera 
się w mierzonćj powierzchni, ile zawiera jedności ilo- 
czyn z liczebnój wartości długości, przez szerokość 
mierzonćj powierzchni. Ztąd wynika, że dla mierze- 
nia powierzchni, mierzymy tylko jéj długość i szero- 
kość, które z tego powoda żowią się wymiarami po- 
wierzchni ,—powierzeknię zaś nazywamy wielkością 
przestrzenną (lwuwymiarową; czyli rozciągłością u: 
ważaną pod dwoma wymiarami, długości i szerokości. 
3) Wielkość i stosunek brył zależy od tworzącćj 
ograniczonćj powierzchni, przeto od jéj długości i 
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szerokości, zowiących się, w tym przypadku długo- 

ścią i szerokością bryły, 1 od odleęgłości,.na którą: 
oddalila się ta powierzchnia, od pierwotnego swego 

położenia, mierzonćj linią zwaną wysokością, gru. 

kością, albo głębokością bryły. Powierzchnia przeto . 
tworząca, względem bryły takie zajmuje miejsce, ja- 

kie, tworząca linia, względem powierzchni: a zatóm 

bryły 1) mające powierzchnie i wysokości równe, 

mają wielkość jednakową; 2) mające powierzchnie 

równe, mają się da siebie jak wysokości; i nawzajem 

mające wysokości równe, mają się do siebie jak twas, 
rzące powierzchnie; 8) w ogólności zaś są w sto- 

sunku iloczynów z podstaw, przez wysokości, czyli; 

jedna bryła tyle razy zawiera się w drugićj, ile razy 

iloczyn z liczebnćj wartości długości, szerokości i 

wysokości pierwszćj, zawiera się w podobnym ilos 

czynie drugićj bryły. Dla mierzenia brył zazwyczaj 

przyjmujemy za jedność taką bryłę, którćj długość, 

wysokość i szerokość równają się jedności przyjętćj 

do mierzenia linii; iloczyn więc z liczebnćj wartości 

dlugości, szerokości i wysokości dla tćj jedności brył, 

równa się liczebnćj jedności a zatćm jedność brył, ty- 

je razy zawiera się w mierzonćj bryle, ile jedności za: 

wiera w sobie iloczyn z liczebnćj wartości dlugości, 

szerokości i wysokości Ićj bryly. Z tego to powodu 

dla zmierzenia bryły, mierzymy jćj długość, szerokość 

i wysokość, które dła lego zowią się wymiarami bryły; 

bryła zaś wielkością przestrzenną (rzechwymiarawą; 

czyli, rozciągłością uważaną pod trzema wymiarami 

długości, szerokośct i wysokości. 


. 
kd , 


www.rcin.org.pl 


13. 


XI. Własności kszłalu i wielkości linii, powierz- 
ohni ibrył, jako zlewające się w tych ilościach, zależą 
jedne od drugich—i tak: linia pod względem kształ- 
tu. jest nieprzerwanym szeregiem punktów mających 
jednakową własność (IX); pod względem wielkości, 
może być wyobrażaną jako nieskończona (VII): lecz 
linię wtedy tylko można wyobrazić jako nieskończenie 
wielką, gdy oprócz jéj punktów mających jednakową 
własność, niéma innych punktów mających tę samą 
własność; w przeciwnym razie choćbyśmy pad wzglę- 
dem wielkości, wyobrazili linią większą od wszelkićj 
oznaczonćj długości, to z przyczyny niezupełności 
ksztalin.pankta nieleżące na tćj linii, lecz mające z pun- 
ktami tćj linii jednakową własność, utworzyłyby także 
linię, będącą przedlużeniem pierwszćj, uważanój za 
nieskończenie wielką; a która w tym razie niebyłaby 
taką, jako mniejsza od tćj, którą możemy wyobrazić. 
Linia więc niezawierająca wszystkich punktów mają- 
cych jednakową wlasnuść, niemoże powiększyć siydo 
nieskończoności—a przeto nie bylaby jeometryczną. 
Ztąd wynika, że [iniu jest lo nieprzerwany szereg 
wszystkich punklów, majacych jednakową własność 
wspólną; linia zaś niezawierająca wszystkich punktów, 
jesttylko częścią czyli odcinkiem linii np. luk. Z tego 
te powodu linia może być złożoną z dwóch oddziel- 
nych części: czyli może mieć odnogi, których pónkta 
mają jednakową własność. —Tosię odnosi równie do 
powierzchni i do bryły. 

XII, Poznawszy własności linii , powierzchni i bry. 
ły. odnoszące się tak co do kształtu, jako tóż i wielka- 
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ści widzimy że 1) linia jest' to szereg nieprzerwany 
wszystkich punktów jednakowćj własności, mdijący 
jeden tylko wymiur; 2) powierzchnia jest nieprzer- 
wany ś$zereg wszyslkich linii: jednakowej własności, 
mający dwa wymiary; 3) Bryła jest nieprzerwany 
szereg ograniczonych powierzchni tor foc op 
siak mający trzy otw ai i | 

NHI Jeometrya jest nauka mająca za przedmiot 
poznanie ilości przestrzennych: linii, powierzchni t 
bryły, pod względem ich kształtu i wielkości. 

XIV. Zależność wielkości przestrzennych wskazu- 
je nam drogę, którą powinnismy postępować dla po- 
znania ich własności. 1 tuk: widzieliśmy 1) że od 
kształtu czyli sposobu tworzenia się zależy wielkość 
Uości przestrzennych; 2) kształt i wielkość powie- 
rzehni zależy od linii; kształt i wielkość brył zależy od 
ograniczonych powierzchni; przeto powinniśmy roz- 
wijać dla każdćj z ilości przestrzennych 1) naprzód 
własności kształtu, a potóm wielkości ;=2) naprzód 
poznać te własności linii , potóm powierzchni, a na 
końcu brył, z czego się tworzą trzy części Jeometryi: 
a) Naukąo liniach, Liniometrya; b) nauka © powie- 
rzehniach, Planimetrya, i c) naaka o Rt czyli 
Solidometrya. 

XV. ~ Zasady Jeometryi czyli Elementarna Jeome- 
tria ma za przedmiol; 

1) W Łiniometryi linię prostą i e" koła 't. j. 
nieprzerwany szereg wszystkich punktów leżących 
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na ianiai w jedpakowój odległości. od punktu 
tój płaszczyzny zwanego środkiem kola —Lecz że te 
linie leżą na płaszczyznie, zaś same lub ich połącze: 
nia ograniczają płaszczyznę, którćj wielkość i ksztalt 
zależy od tych linnii; — przeto w Elementarnćj Jeo- 
metryi prosta, okrąg, koła i ich połączenia uważają 
się na płaszczyznie, razem z własnościami ograniczo- 
nćj płaszczyzny, co stanowi jéj część zwaną Planime- 
tryą ;—2) w nauce o powierzchniach aważa się więc 
tylko takie powierzchnie, które się tworzą linią prostą 
i okręgiem koła i nie przedstawiają linij nie wchodzą: 
cych w zakres tój nauki, a zatóm tylko powierzchnię 
a) płaską, b) walca ti ji szereg prostych równole- 
głych, przecinających się z dwoma równemi t róikno- 
teglemi okręgamń e) ostrokręgu t.j. szereg prostych 
wychodzących z jednego punklu; przecinających się 
z okręgiem; d) kuli j. miejsce równych oki ęjtów, 
mających wspólny środek, b ich połączenia takie, 
z których wynikają linie proste lub okręgi. = Lecz 
kształt i wielkość bryły! czyli przestrzeni ograniczo: 
ndj powierzchniami, zależy od kształtu i wielkości 
tych powierzchni, a tóm samćm ©d/własności ich 
połączeń; przeto w Klementarnćj Jecmefryi, własno: 
ści powierzchni.i ich połączeń, wykładają się razem 
z własnościami bryłyi to słanowi jćj. kępy zwać 
ną Soldometrią.|. lo hia EUGTUU 651 gł (ass rq de w 

wła gia nje lüs owotnqolassniii ) „l inio taw Wod 
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"XVI. Stosownie. da! sposobu uważania ilości prze- 
strzennych, tak Planimetrya, jako; též i Solidometrya 
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dzieli się na dwie części, —w pierwszćj uważają się 
własności co do pa w cej zaś Co do wiel 
kości. WI aaia] i 
jani T i SMeO1 vi 


j Gaęką BSZAe nil dsy oba kalna 
Księgi Isżej Plánimetryi i Księgi po Solidomelryj 


„Jeomelryczne alkio] naprzód. śc/yadkóć należy Sä 
me w sobie czyli oddzielnie, i dla:tegð! Rozdział 1. 

a) w Planimetryi, linie: 1)prosta, 2) łamana ja- 
ko 'zlożona z części linii prostój,i.3) okrąg kola. 

b) w Solidomewyi : powierzchnie 1) płaska, 2) 
walcowa, '3) ostrokręgowa i/4) kulista. «5 {o 

¿ Poznawszy własności  każdćj, z jeometrycznych 
wielkości, następnie możemy poznać własności ich 
połączeń, i dla tego: Rozdział Igi, 

a) w Planimetryi:: połączenia: linii prostych»: 

Linie leżące na płaszczyznie, a nawet jakiekolwiek 
linie mogą mieć: 1) jeden lub kilka punktów wspól- 
nych, i wtedy zowią się: a) przecinającemi się, b) 
słycznemi, gdy punkta przecięcia się zlewają sięw je: 
den tak że w ogólności jedna linia leży zewnątrz 
dragićj. . Linie styczne są tylko szczególnym przys 
padkiem przecinających , przejście zaś od przecina: 
nia się do styczności przedstawia się nam w ten'spo* 
sób: jeśli przecinająca obraca się okolo jednego z pun: 
któw wspólnych, to inne stopniowo zbliżają się do 
tego punktu i gdy jeden zleje się z nim, wtedy prze- 
cinająca staję się styczną. Gdyby linia nie przestała- 
by się obracać, loi punkt przecięcia się oddalalby się 
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od punkta obrotu; i znowu linia byłaby przecinającą. 
Dla tego to przejście z przecinania się do przecinania 
się zowie się stycznością; 2) mogą nie mieć punktów 
wspólnych i wtedy zowią się: a) oddzielnemi, b) ró: 
wnoległemi, gdy punkta jednćj linii są jednakowo od- 
dalone od linii dragićj. 

Uważając linie leżące na płaszczyznie , zwracamy 
uwagę na zależność od nich ograniczonćj płaszczy: 
zny. I lak: jeśli dwie proste przechodzą przez jeden 
punkt, to one z dwóch tylko stron ograniczają pla- 
szczyznę, zowiącą się kąłem. Przeto kąt pod wzglę: 
dem ksztaltu, jest nachyleniem się dwóch prostych 
przecinających się, pod względem zaś wielkości jest 
częścią nieograniczonćj plaszezyzny. Prosta spoty: 
kając drugą linię prostą czyni z nią równe lab tóż nie- 
równe kąty przyległe—i podług tego zowie się pro: 
stopadłą lub pochyłą. Położenie linii zależy od ką: 
tów, tak, że położenie dwóch prostych na płaszczy: 
, znie, ozriacza się za pomocą kątów, które one i 
nią z przecinającą je linią prostą czyli poprzeczną. 
Proste-nieprzecinające się są względem siebie równo* 
legle; przecinające się zaś tworzą z poprzeczną trzy 
odcinki, i trzy kaly zawarte między temi odcinkami; 
te trzy odcinki równie jak i płaszcżyzna zawarta mię: 
dzy temi odcinkami żowią się trójkątem, który ma tę 
własność, że trży z jego części wyznaczają wielkość 
lub stosunek trzech innych. Z połączenia przecina: 
jących się z równóleglemi wynika proporcyonalność 
linii, z której wynika własność ogólnego połączenia 
prostych: 

3 
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b) w Solidometryi połączenie płaszczyzny 4) z li- 
niami prostemi, B) z płaszczyznami nieograniczają- 
cemi lub tóż ograniczającemi przestrzeń. 

Płaszczyzna jest miejscem linii prostych, przeto 
własności połączenia prostćj z płaszczyzną, zasadza” 
ja się na własnościach połączania linii prostych, tak, 
że warunki prostopadłości, pochyłości, równoległo- 
ści prostćj do plaszczyzny, sprowadzają się do wa- 
runków odpowiednich połączeń linii prostych. Linia 
pochyła czyni nieograniczoną liczbę kątów z proste- 
mi tworzącemi płaszczyznę, przechodzącemi przez 
spodek pochyłćj, z których najmniejszy wyraża naj- 
mniejsze, a tém samém prawdziwe nachylenie się linii 
do płaszczyzny. 

Dwie płaszczyzny, podobnie jak linie mogą być 

przecinające lub nieprzecinające się, prostopadłe, po- 
chyłe, albo równoległe. Wzajemne ich położenie za- 
leży od przestrzeni zawartćj między dwoma przeci= 
nającemi się płaszczyznami, zwanćj kątem dwuścien= 
nym, kąt ten pod względem ksztalta jest nachyleniem 
się płaszczyzn , pod względem wielkości jest częścią 
nieograniczonćj przestrzeni. Stosunek zaś tych ką- 
tów równa się stosunkowi odpowiednich im kątów 
płaskich. 
« Przestrzeń ograniczona więcój aniżeli dwoma pła- 
szczyznami przechodzącemi przez jeden punkt, zowie 
się kątem bryłowym, Uważając ten kąt pod wzglę- 
dem ksztaliu, wyrażamy zależność między jego ką: 
tami płaskiemi i dwuściennemi; pod względem zaś 
wielkości, wyrażamy jaką częścią całćj nieograniczo: 
nćj przestrzeni jest przestrzeń tego kąta. 


www.rcin.org.pl 


19 


Nakoniec uważając połączenie płaszczyzn ograni- 
czających przestrzeń, wskazujemy własności powie- 
rzchni ograniczających bryły, a tém samém i bryły, 
szczególnićj co do ich twogiępia się, soho, fore- 
mności. 

Poznawszy porwie połączenia linii zwł" i 
płaszezyzn, pozostaje wskazać te własności dla po- 
łączeń linii prostćj z krzywemi (. j> okręgami kół tv- 
dzież płaszczyzny z powierzchniami krzywemi, i dla 
tego: Rozdział III. 

a) w Planimetryi: połączenie linii prostych į wie- 
lokątów z okręgami; 

b) w Solidometryi: połączenie płaszczyzny z po- 
wierzchniami walca, ostrokręgu i kuli, przeto wła- 
sności trójkąta i wielokąta kulistego, 

Poczóćm pozostaje tylko uważać własności połą- 
czeń linii krzywych z krzywemi, powierzchni krzy- 
wych z takiemiż powierzchniami, i dla tego Rozd. IV. 

a) w Planimetryi, połączenie okręgów w których 
zwracamy uwagę na punkta sprzężone z linią środ- 
ków (centre de similitude directe et inverse), kola 
potęgowe (cercles radicaux), oś i środek tych kół 
(axe et centre radical), obopólne okręgi (cercles re- 
ciproques) i t. p. 

by w Solidometryi: połączenie krzywych powie- 

„rzchii. p. 
Część II. 
Księgi Iszej Planimetryi i Księgi Ilćj Solidometryt. 


Własności płaszczyzn ograniczonych liniami i wła- 
-sności brył ograniczonych powierzchniami. 
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Powierzchnie równie jak*bryły, mogą mieć jedna- 
kowy kształt i wielkość, albo jednakowy kształt przy 
różnćj wielkości t. j. przy jednakowym kształcie sto- 
sunek linii łączących adpowiednie punkta, może być 
równy lub nierówny jedności; — podobnie figury uwa- 
żane cu do wielkości bez względa, na kształt, mogą być 
równe lub w pewnym stosunku; nakoniee przy ró- 
wnëj wielkości ograniczeń, mogą mieć wielkość jedná- 
kową lub niejednakową,=a ztąd tak Planimetrya jako 
tćż i Solidometrya (Stereometrya) meaa się nar 

Rozd. I. Równość. ` - 

Rozd. Il. Podobieństwo. „ A 

Rozd. NI. Równoważnośě i słosunek wielkości. 

Rozd. 1V. Izoperymelryczność czyli równoobwo- 

dowość. 

XVIL Techniczne wyrazy używane w Jeometryi, 
poznamy w ciągu téj nauki, gdyż tam poznamy tylko 
właściwe ich znaczenie, tu zaś wyłożymy ściągające się 
do samego jéj wykładu: A 

16 Pewnik jest prawda przyjęta za oczywistą, bez 
żadnego dowodzenia. 

20 Twierdzenie jest to prawdą stająca się wido> 
czną za pomocą dowodzenia. 

Twierdzenie sklada się ; z dwóch części: z założenta, 
tego eo przypuszczamy, iboi «6 wiemy że tak jest; 
i z właściwego lwierdzenia, czyli lego, czego ħa mo* 
cy zalożenia dowieść mamy.” Tak, że każde twier- 

„dzenie da się wyrazić w ten sposóbę Zakładam że... 
a mam dowieść że ...— 


Odróżniamy w tw ke h panaia suaa d 
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a) Twierdzeniem odwrotnem nazywać będziemy 
takie, w klóróm za złożenie służy to, co dowiedliśmy 
w poprzedzającóm twierdzóniu, a dowieść mamy te- 
go cw było założeniem, 

b) Twierdzenie główne, w któróm duwadzimy głó- 
w nej własności figury, a przeto takićj, na której opie- 
ra się dowodzenie prawie A innych własna- 
ści tego kszlaltu. 

„8% Często dowodząc twierdzenia dowodzimy zara- 
zem i innćj własności tćj figury, która dla proszcze- 
nia twierdzenia nie byla w niém umieszczona. Te (o 
prawdy po twierdzeniu umieszczają się jako Wnioski. 

Wnioskiem zowie się także prawda, chociaż nie 

dowiedziona dowodzeniem twierdzenia, jednak bez- 
pośrednio z niego wypływająca. 

4° Uwaga jest jakoby wnioskiem wynikającym 
z porównania kilku twierdzeń. 

50 Zagadnienie ma za przedmiot oznaczenie, Za- 
zwyczaj eo dv formy, kilku ilości nieznanych, za po- 
mocą rysunku, uskutec znianego na zasadzie prowa 
jeometrycznych. ` 

60 Zadanie ma za przedmiot oznac żenie, żażWy- 
czaj co do wielkości , jednćj lub kilku ilości niezna- 
nych, za pomocą rachunku; ono więc należy tak do 
Jeometryi, jak i do Arylmetyki lub Algebry. 

XVIII, Dow odzenia są pięciorakie: 

I" Zbiorowe (syntetyczne) idą od znanych do nie- 
znanyc h, to jest: biorą w pomoc dowiedzione poprze- 
dnio prawdy, tak, że w końcu z nich wypadnie čo 
qnialo Pią dow iedzionem. Zasadą tego do odženia 
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jest to: że z prawd wyprowadzone następstwa same 
są prawdami. 

Dowodzenia tego rodzaju przyprowadzają drogą ro- 
zumową do prawdy, a tym sposobem najbardzićj uła- 
twiają tak przyswojenie dowodzenia, jako tóż i samój 
prawdy, czyniąc ją dalszym rozwojem już znanych— 

są więc najwłaściwsze w elementarnych naukach. 

20 Rozbiorowe (analityczne) postępują od niezna- 
nych do znanych, to jest: uważają że lo, czego dowieść 
potrzeba jest rzeczywiście prawdą. Zasadą tego do- 
wodzenia jest to: że tylko prawda do prawd prowa- 
dzi. Dowodzenia tego rodzaju, wyprowadzają pra- 
wdę w sposób oddzielny od poprzedzających, i dla 
tego unikać ich potrzeba w elementarnćj matematyce. 

3° Przez przypuszczenie (apagogiczne) przypu- 
szczamy że to czego mamy dowieść jest nieprawdą, i 
na zasadzie prawd poprzedzających wywodzą się na- 
stępstwa, niezgodne z prawdami już dowiedzionemi; 
a zatém okazujemy, że przypuszczenie nasze było fał- 
szywe, a tém samém to co twierdziliśmy jest prawdą. 
Zasadą tego dowodzenia jest to; że z fałszu prawda 
nie może być wyprowadzoną. 

40 Przez prawdopodobieństwo (indakcyą). Z kilka 
przypadków, w których twierdzenie pokazuje się pra- 
wdziwóm, wnosi się o wszystkich, Dowodzenia te- 
go rodzaju, właśnie dla tego że tylko są prawdopo- 
dobne, nie mają matematycznój ścisłości. Nabierają 
jéj dopiero, kiedy tak się urządzi dowodzenie, iż 

«w każdym dowiedzionym pojedynczym przypadku, 
„leży zaraz dowód następnego przypadku. 
5° Przez przybliżenie (aproximacyą), kiedy różni- 
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ca między dwoma wielkościami jest mniejsza od do- 
wolnie wziętój ilości, wtedy one są równe. Dowo- 
dzenia te miejsca mieć niepowinny w elementarnćj 
matematyce, gdyż zasada ich: że ilości różniące się 

—0 ilosć nieskończenie małą, t. j: mniejszą od wszel- 
kićj dowolnćj ilości są sobie równe, dowodzi się do- 
piero w wyższóćj malematyce. 

XIX. Pewniki. |» 

1) Każda ilość jest sobie samćj równą. 

2) Część mniejsza jest od całości, a całość wię: 
ksza od swojćj części. 

3) Całość jest równa wszystkim częściom swoim. 

4) Dwieilości równe trzecićj są między sobą równe. 

5) Jeżeli jedna ilość nie jest równa drugićj, wtedy 
jest od niéj większą albo mniejszą. 

6) Jeśli ilość ani jest mniejsza, ani większa od dru- 
gićj, wtedy musi jéj być równa; kiedy linia prosta nie 
może paść ani pod, ani nad linią, to padnie na tą linię. 

1) Kiedy jedna ilość jest mniejsza od drugićj, a ta 
mniejsza od trzecićj, to pierwsza tém bardziej mniej- 
sza jest od trzecićj; a tém samém jeśli ilość (rzecia 
jest większa od drugićj,a druga większa od pierwszćj, 

"lo tém bardzićj trzecia jest większa od pierwszej. 

8) Jeśli dwie ilości są sobie równe, a jedna z nich 
mniejsza lub większa od trzecićj to i druga jest taką 
samą względem trzecićj, 

9) Dodając ilości większe do siebie i ilości mniej- 
sze do siebie, summa pierwszych będzie większa od 
summy drugich. 

10) Gdy do ilości równych dodamy lub odejmie- 
my ilości równe, wypadki będą równe. 
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11) Do dwóch ilości równych dodawszy ilości nie- 
równe, ta summa będzie większa, gdzieśmy więcój 
dodali, a ta mniejsza gdzieśmy mnićj dodali=ludzież 
od dwóch ilości równych, odjąwszy części nierówne, 
tam zostanie więcćj gdziesmy mnićj odjęli, a łam mnićj + 
gdzieśmy więcćj odjęli« 
XX. Znaki i skrócenia. 
36. Znak < pokazuje że ilość przy wierzchołku 
napisana jest mniejsza od napisanćj przy rozwactości. 
Znak = pokazuje, że ilości z obu stron tego zna* 
ku napisane są równe co do wielkości. 
37. Tw, znaczy Twierdzenie. 
Tw. oil., Twierdzenie odwrotne. 
Tw. gt. „ Twierdzenie glówne. 
Wn. „ Wniosek, . 
Uw. „o Uwaga. 
Zg. ` w Zagadnienie. 
Zi. wo Zadanie. 
ZL. ‘a. Zasłososowanie. 
38. Rysunek jeometryczny powinien wskazywać 
sposób kreski p dla grh jhr j 
1” Linie dane proste lub krzywe prowadzą się cien- 
ko ciągnione, „ 
29 Linie otrzymane z zadania prowadzą się grubićj 
ciągnione. ý 
30 Linije słażące do rysunku, do dowodzenia, pro- 
wadzą się cienka; przerywane, przerwy i linijki eiga 
gnione powinny być równe. Gdy ich jest wiele, linie 
jednego od drugiego gatunku odróżniają stawiając 
w przerwach jeden, dwa i t.d. punktów. 
4" Linie dane w rysanku, lecz zakryte innemi czę: 
ściami rysunku, lub części ich zakryte oznaczają się 
punktami: 


—— 
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i. Widząc jakiekolwiek ciało możemy go wyo- 
brazić wtedy gdy jaż nie widzimy, — albo chcąc wy- 
robić jakie ciało: kostkę, kulę, walec i t. p., potrzeba 
wprzód je wyobrazić: takie wyobrażalne ciało, czy: 
li przedstawione w myśli, zowie się bryłą. 

2. Bryłę wyobrażać można albo większą, albo 
mniejszą, — jeśli bryłę wyobrażać będziemy ciągle 
zmniejszającą się, to najmniejsza bryłka przy tym 
zmniejszaniu się, czyli granica zmniejszania się brył 
zowie się punktem. Punkt więc nie jest niczem, bo 
jeśli np. weźmiemy połowę bryły, następnie %, "a, 
hs i t d. część bryły, to nieprzyjdziemy do tego, 
aby którakolwiek część była niczóm; lecz część naj- 
mniejsza jest tylko mniejszą od każdej wyobrażonej 
bryłkiz—ztąd wynika, że punklu mierzy yć nie można 
gdyż jakkolwiek wyobraziliśmy go małym, zawsze 
można wyobrazić mniejszym,i dla tego punkt nie ma 
żadnego wymiaru. 

* M * 

3. Punkla bez przerwy po sobie idące zowią się 
linią. Chcąc wiedzićć wielkość linii mierzymy tylko 
jéj długość, gdyż w żadnym kieranku poprzecznym 
mierzyć jéj nie możemy, bo punkt nie ma wymiaru. 
Linie zowią się wielkościami jednowymiarowemi, dla 
tego że chcąc poznać ich wielkość robimy jeden wy- 
miar, czyli raz tylko mierzymy. 

4. Linie różnią się od siebie tylko położeniem 
punktów, i tak: w liniż prostej, leżą one w Jginym 
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kierunku, wzgledem dwóch punktów, żaden nie leży 
ani z prawćj, ant z lewej sirony;—dla tego to przy 
prowadzeniu linii prostćj na gruncie ustawiamy dwie 
tyki inne zaś stawiamy tak aby względem tych dwóch 
tyk nie stały ani z prawćj ani z lewćj strony w okręgu 
kołajpunkia składającego są równo oddalone od pun- 
klu zwanego środkiem koła i t. p. 

5. Linie proste są to punkta bez przerwy po so- 
bie leżące w jednym kierunku. A ztąd: 

a) linia prosta jest najkrótszą odległością zjedne- 
go punktu do drugiego: gdyż idąc po linii prostej z je- 
dnego punktu do drugiego, nie zbaczamy w żadną 
stronę postępując po punktach lezucych w jednym 
kierunku, a przelo przechodzimy do drugiego pun- 
ktu najkrótszą drozą:—dla tego to mierząc odległość 
między dwoma punktami, mierzymy linię prostą łą- 
czącąte pankta. Przeto, linia prosta jesl najkrótszą 
ze wszystkich linii mających z nią końce wspólne. 

b) Dwie linie proste mające dwa punkta wspolne 
przystają do siebie; gdyż punkta leżące między wspól. 
nemi punktami, jako też zewnątrz tych punktów, le- 
żą w jednym kierunku z temi dwoma wspólnemi 
punktami; — przeto, przez dwa punkta jedna tylko 
linia prosta przechodzić może. 


* 
* * . 


6. Linie bez przerwy po sobie idące zowią się po- 
wierzchnia. Powierzchnie w ogólności tworzą się po- 
suwaniem linii po dwóch innych, stosownie do linii 
posuwającćj się, czyli tworzącćj powierzchnięz i sto+ 
sownie do rodzaju linii po których się posuwa” linia 
tworząca. Wielkość powierzchni zależy od wielkości 
posuwającćj się linii, i od odległości na którą posu- 


www.rcin.org.pl 


27 


nęła się ta linia. Wielkość posuwajacéj się linii zo- 
wie się długością powierzchni, odległość zaś na któ- 
rą posunęła się, szerokością. Dla poznania wielkości 
powierzchni potrzeba mierzyć ją, dwa razy: raz dlu-. 
gość, drugi raz szerokość. Powierzchnie dla tego zo. 
wią się wielkościami dlwuwymiarowemi,że chcąc wie- 
dzieć ich wielkość uskulecznić potrzeba dwa wymiary. 

1. Powierzchnia ulworzonu posuwaniem się linii 
prostej, po dwoch liniach prostych przecinających się 
zowie się płaszczyzną. Plaszczyzną więc nazywamy 
linie proste bez przerwy po sobie idące i przechodza- 
ce przez dwie przecinające się linie proste. Z opisa- 
nia płaszczyzny wynika: n 

a) Linia prosła mająca z płaszczyzną dwa pun- 
kla wspólne, cata leży nu tćj płaszczyznie: albowiem 
przez te dwa punkta przechodzić mogą dwie linie 
przecinające się, po których posuwana linia prosta 
utworzyła powierzchnię: — a zatem linia mająca te 
dwa punkta wspólne z płaszczyzną jest linią tej pła- 
szczyzny, a tém samóm cała na nićj leży. 


* 
+ A 


8. Powierzchnia posuwając się tworzy bryłę: 
brylu więc, jest zbiorem powierzchni bez przerwy po 
sobie leżących. Wielkość bryły zależy od wielkości 
powierzebmi posuwającój się, t. j. od jéj długości 
szerokości i od odległości na którą powierzchnia po- 
sunęła się. Odległość tę nazywamy wysokością bryły; 
a zalem wielkość bryły zależy od jéj dlugośći, szero- 
kości i wysokości, Chcąc ją poznac, polrzeba te trzy 
linie zmierzyć, klóre dla lego zowią się wymiarami 
brył, brylu zaś wielkością lrzywymiarową. 

9.  Jeomelrya ma za przedmiot poznanie linii, po- 
wierzchni i bryły pod względem kształtu i wielko- 
ści. *) 


*) Ta zawarłem wsiępi$ I o linii prostéj, tak, że po tym 
wstępie przystępuje się od $ 2 o linii tamanéj. 
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PRZYWISCK. 

Wszystkie części Jeometryi elementaraćj niemogą być wylo- 
żonemi w zakładach publicznych z powodu ograniczoności czasu, 
wykłada się zazwyczaj główny zarys Nauki, będący z sobą w nie- 
przerwanym związku; części zaś zewnątrz stojące opuszczają się, 
chociaż nieusiępują iunym pod względem teorytyczaym lub za- 
stosowań. | 

Wyłożywszy z jednakowym rozwinięciem wszystkie części 
Jeometwyi elewentaraćj wskazać wnićm powioienem, główny zarys 
tej Nauki przedstawiając co może być opnszczoaćm. 

Z części samćj Jeometryt: 

a) Livie poprzeczne od sw. 142—155, stronie 14. 

b) Połączenie okręgu koła z linią prostą zewnętrzną od str: 

175— 176, str. 8. i 

c) Puukla sprzężone z linią środków od str. 192—197, str 5, 

d) Linie potęgowe od str. 197 — 208, str. 6; od str. 203 db 
218 opuszczają się Nra: 232, 234, 285. 239, 240, str. 5 

e) Zależność wielkości figur od ich kształtu od str. 274 — 284. 

Przy krótszem rozwinięcia pozostałych części opuszczone lub 
zmienione być mogą następue Nra: 11, 12, 13i 14 wykładają się 
jako wstęp prororcycnalności linii str. 115. Do Nru 21 dodać: 
Uw. Dwa punkta Bi D albo Bi F leżące nad linią AC, nie są 
w jednakowej odległości od tychże samych końców tój linii 
gdyż w pierwszym razie dla równości AB z AD i CB z CD linia 
obejmująca ABC równałaby się objętćj ADC, co być nie może: 
w drugim, dla równości AB z AF i CF z CB, livie przecinające się 
AB--CF równałyby się liniom AF +CB lączącym ich końce, co 
także być nie może. Nra 23 i 24 opuszczają się. 

Nra 25 przechodzimy do opisania w len sposób: Okręgi kół rów- 
nych promieni przystają do siebie, gdy Środek i płaszczyznę jeduego 
okręgu położonym na środek i płaszczyznę drugiego okręgu, dla tego 
że punkta obu okręgów leżą na jednej płaszczyzńie w Jedoakowej 
odległości od wspólnego środka 

Nr. 26 od piątego wiersza dowodzenia zmienia się w ten 
sposób; okręgi więc AiC mają dwa punkta wspólne, potrzeba 
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tylko dowieść, że więcćj punktów wspólnych nie mają i że jeden 
z nich leży nad linią, drugi zaś pod linią AC łączącą środki kół. 

Oba punkta wspólue nie mogą leżćć na linii środków AC, bo 
wtedy promienie koła A lub Cdo tych punktów poprowadzone nie 
byłyby sobie równe, przeto jeden z posktów wspólnych B leży 
nad linią AGC. Gdyby »prócz punktu B, wspólnego dla dwóch okrę- 
gów, zuajdował się nad linią AC drugi punkt wspóluy F, to AF 

—ĄB, CF=CB jako promienie jednego koła, co być nię może > 
gdyż dwa puukta B i F leżące nad linią AC nie mogą być w jedua- 
kowćj ocleglości od tychże samych końców linii AC (21 Uw.) 
Gdyby punkt wspólny leżał na linii AC, wtedy ta linia prosta 
składałaby się z dwóch promieni i równałaby się linii łamanćj 
ABC, co być nie może. Dla podobnćj przyczyny i pod linią AC, łą- 
czącą środki, jest tylko jeden punkt wspólny. 

Wn. numeru 26 jako umieszczony przy Nrze 21 opuszcza 
się; dodaje się zaś do Nru 26 Uw. Jeżeli summa promieni AB i 
BC, jest większa od linii AC łączącćj środki kół; i zarazem 
linia AC łącząca środki, z jednym z promieni AB, jest większa 
od drugiego promienia (jako linia łamana od prostej mającćj) 
z nią końce wspólne), to okręgi kół przecinają się i nawzajem. 

Wn. 1 Nru 28 dowieść można w ten sposób: obracam pól- 
okrąg ROS około średniey RS i kładę na półokrąg REMS, to wszy- 
stkie puukta pierwszego półokręgu przystaną do drugiego półokrę- 
gu, jako równo oddalone od Środka koła F. 

Nr. 32 wyłożyć po 14 za pomocą proporcyonalności linii. 

Nr. 44. opuścić i z niego zrob Wn. 2, Tw. 45, dowodzący 
się w ten sposób: prostopadła wyprowadzona ze środka linii AG. 
przechodzi przez puokta B iE, gdyż inaczćj one uiebyłyby równo 
oddalone od końców linii. i 

Nr. 46 można dowieść w ten sposób: “Raty Przyległe CEF 
i FED zajmują tą samą płaszczyznę co i kąty proste CEB i BED, 
przeto summa pierwszych równa się summie drugich. A 

N0'54 odnieść do mierzenia innych kitów t. j. pod N° 175. 

Nra 71, 72, 73, 74, jako służące do zupełnego naukowego 
rozwinięcia teoryi linii równoległych, przy wykładzie sakol- 
nym opuszczonemi być winny. * 
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We Wn.Nr.16 po wierszu drugim dodać: i tak, GID> 
GHB, lecz że GID=GJH (48), przeto CJH- GHB czyli kąty nau- 
przemianległe wewnętrzne niesą sobie równe i kąty najjrzemian- 
legle zewnętrzne nie są sobie równe; gdyż GID> GHB, zaś GHB= 
FHA, przeto GID>FHA. Kąty jednostronne wewnętrzne nie 
równają się Il, gdyż GID> GHB, a że GJID+-DJF=H, to GHB- 
DJE < IL i t. d | 

Po piątym wierszu Wn. 1, N. 18 przed;—dodać: co podo- 
bnie dowiedlibyśmy jak w No 76. Wn., kładąc zamiast znaku nie- 
równości znak równości. 

Wn. 2 i Uw w N. 79. opuścić. 


In. 4 N. 91. opuścić. 

N° 93 na miejsce 92 i nawzajem. W takim razie Nr. 98 do- 
wiedzie się w ten sposób: 

Przenoszę trójkąt ABC na DEF, tak aby puokt A padłoa D, 
bok AC padł na bok DF, to punkt C padnie na punkt F, dla równo- 
ści tych dwóch boków; punkt B padnie na punkt E— gdyż iuaczej 
nad linią EF znajdowałyby się dwa puakta B iE jednakowo odda- 
lone ad o:lpowiednich jéj końców, co bydź nie może (21 Uw.); — lo 
i bok AB padł naDEi CB va FE. 

Uw.1.Nru 98 opuścić. — - h 

Wn. 2, N u 102 opuścić. 

N°10, 105, 106,107, z wnioskami opuścić. 

N° 120 opuścić, 

N° 130, opuścić. 

Przed N0138. dodać: Proporcya jennietryczna linii, nie zawiera 
w sobie wprost linii, dle wielkość ich wyrażoną w jedności, do któ- 
rej dodaliśmy dwa rówae stosunki w liczbie lub jedności, którą się 
ograniczamy w przypadku niewspółmierności 

W NO 138 opuścić Wn. 

Po Wn. 8, N° 139. umieścić z Wn.3, Nru 262 b) i c) 
w której zamiast fig. 126, powinna być fig. 89; lecz w niej 
litery zmienić należy w ten sposób: za V, D; za G, E; za H, F; 
za D, G; za E, H. 

Wn. 4, Nru 141. opuścić. 

N° 150. opuścić. z 
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W Nrze 173. nawzajem, a tém samóm w dowodzeniu 2, 
opuścić, | 

W Nrze 174 opuścić Wn. 1, i Wn. 2. 

W Nrze 188 opuścić Wn. 2. 

Ner 204. opuścić. 

W Nrze 216. Wn. 2. opuścić. 


Część BA. 


W Nrze 251, opuścić w dowodzeniu 29 

W Nrze 258, opuścić Wn. 5. > 

Symetryczność od str. 226—230 opuścić można w razie 
zupełnego braku czasu. 

W Nrze 261 opuścić w dowodzeniu 2 a tem samem w twier: 
lub z punktem oddałowym od dwóch odpowiednich. 

W Nrze 262. opuścić Wn. 2., zaś we Wn. 3. opuścić dowo- 
dzenie b) i c) jako umieszczone przy proporcyonalności figur. 

IW Nvze 265. we Wn. 2. zamiast fig. 130, poprawić fig. 230. 

W Nrze 289, na miejsce Wn. 5. przenieść Wn. 6: który się 
wyrazi w ten sposób: i 

Powierzehnia wiel. for. równa iloczynowi z obwodu przez po- 
lowe promienia koła wpisanego, gdvż wiel. for. przez promienie 
kala opisanego dzieli się on tyle trójkątów ile ma boków: powierz- 
chnia zaś każdego trójkąta rówaa iloczynowi z podstawy przez 
połowę wysokości, lecz że wysokości są sobie równe, jaka promie- 
nie koła wpis., przeto zamiast każdą oddzielnie podstawę mnożyć 
przez jednakową wysokość , mnożymy summę podstaw, czyli ob- 
wód przez tą wysokość.*) Wn. 5. można dowieść drugim sposo- 
bem: Wielkość okręgu kołą do jakiejkolwiek liczby znaków dzie- 
siętnych nie różni się od obwodu stosownego wielokąta for., lecz że; 
i wielkość powierzelini koła możemy brać tylko do pewaćj liczby 
znaków dziesiętnych, zatóm przy dochodzenia wielkości koła bin- 
vye zamiast okręgu, obwód wielokąta for. opis o stosowanćj liczhie 
boków, otrzymamy zamiast koła wielokąt foremny, którego po- 
wierzehnia równa się iloczynowi z obwodu wiel. przez połowę pro- 
mienia koła mierzonego, czyli z okręgu przez połowę promienia. 

Trzeci sposób dowodzenia, czemu się równa powierzchnia 
kolas Jeśli w koło wpiszemy i opiszemy wielokąty foremne 6 je- 
dnskowćj liczbie boków, to pów. wiel. wpisanego jest mniejsza. 
zaś opisanego większa, od pow. koła, jako całość od części; a za- 
lem różniea między powierzają wiel. opisanego a powierzchnią 
koła jest mniejszą od różnicy między pow. wielokąta opisanego i 

pisanego. Przeto od ilu znaków dziesiętnych nie różnią się po- 


5 


*) np 357 5—7 5+ 300 š; i nawzajem. 
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wierzchnie tych wielokątów, to tém bardzićj od tylu znaków dzie- 
siętnych nie różni się pow: wielokąta opis. od pow. koła, czyli do 
la znaków dziesiętnych chcemy obliczyć pow. koła, do téj liczby 
znaków dziesiętnych obliczyć potrzeba pow. wiel. opis for. Im 
wielokąty będą o większej liezbie boków, tém ich powierzchnie 
będą się zgadzać w większćj liczbie znaków dziesiętnych; że zaś 
powierzchni koła nie możemy obrachowywać do nieskończonćj li- 
czby znaków dziesiętnych: przeto zawsze zamiast powierzchni kv- 
la, obrachowywamy powierzelnię wiel. for. ra nim opisanego o 
stosowućj liczbie boków. 

Zwoleanicy Euklidesa eo-do defiuicyi figur podobnych posta- 
pią w ten sposób: a) opuszczą $ O przystawaniu sir. 218, zaś 
w Czworokątach umieszczą Nru 253. Wn. 4, i w wielokątach 
Wn. 5 tego samego numera Definicyę równości wyrażouą. W Neze 
253, przeoieść do opisania przy wójkątach—zagaduienia $ Przy- 
stawanie pozostają te, które na mocy prawd wyłożonych dają 
się uskateczuić. ) Qpuszczą $ Podobieństwo proste zamiast 
tego na końcu proporcyonalności dodadzą; 1) przed twierdze 
niami defiaicię podobieństwa: wiełokąty są podobne gdy mają 
kąty równe a boki odpowiednie proporcyonalne, 2) Tw. Wie- 
lokąty podobne składają się z równój liczby trójkątów podo- 
bnych i podobnie położonych: i nawzajem (Mg. 224). 

Z wierzehołków odpowiednich Aja prowadze przekątnie:— 
trójkąty ABC i ae są podobne bo mają po dwa boki i po kącie 
między niemi zawartym b 1% z założenia rówaym=wójkąty CAD 
i ead są podobne: gdyż kąty ACD i acd są sobie równe jako ró- 
źnice kątów z założenia rówaych BCD = bed zaś BCA—=Vca 2 po- 
dobieństwa poprzedzających trójkątów. Boki zawierające te kąty 
są proporcyonalne, gdyż AU: ac =BC: be z poprzedzających trój- 
kątów, zaś BC: be=CD: od z załozenia, przeto i AG:acZCQD: cd. 
1 nawzajem: 9 Kąty są sobie równe, gdyż kąt Aa jako skła- 
dające się z czterech kątów równych, będących kątami trójkątów 
podobaych—kqt Bb jako kąty trójkątów ABC i ebo podobnych 
kąt CZo jako składające się z kątów równych BCA—=4eai ACH 
—=acd it.d. 2 Boki są proporcyonalne: stosunek boków AB: ab 
równy stosunkowi boków BC, be: jako leżących w trójkątach po 
tiobnych ABG i abc,—stosunek zaś boków BC: be równy stosunko-. 
wi bosów UDzed, ho każdy z tych stosanków równa się slosuuko- 
wi AC ae, pierwszy z podobieństwa trójkątów ABC i abc, drugi 
z podobieństwa następnych po nich trójkątów i td. 

Tw. Wielokąty foremne tego samego nazwania są podobne. 

Boki ich są proporcyonalne, bo w każdym z oich są sobie równe; 
kąty są sobie rówue bo summa i liczba kątów w obn wielokątach 
jednakowa. 

Warszawa dnia 18 lutego 1848 
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KSIĘGA l. PLANIMETRIA. 
|| CZĘść i. 
Linie uważane na płaszczyznie i ich połączenia, 
1 AR © SASZ Ef Pet 
Linie uważane oddzielnie. 


$ 1. Linia prosta. 


1. Linia. p osla jest miejscem wsżystkich punklów 
bez przerwy po sobie idący ych, jednakowo położonych 
względem dwóch jakichkolwiek jéj punktów. 

Jeśliby punkt C (fig. 1.) uważany öd punktu A ku B, 
‘znajdował się z lewćj strony tych punktów, to uwa- 
Żany ód punktu B ku A, leżałby z prawćj stróny, a 
tem sdmem nie na prostćj, którćj puńktanii są A 
1B. W ogólności jeśli punkt € leży zboku punktów 
A, B, to uważany öd punktu A leży z jednój strony, 
uważany zaś od punktu B leży z przeciwnćj strony, a 
'zatóm ' nie” Jódiakówe jest PA względem pun: 
"kłów AB: 


, i 
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Jeśli punkt C uważany z dołu leży nad punktami A 
i B, to uważany z góry leży pod temi punktami, a tém 
samém nie leży na linii prostćj, którćj punktami są pun- 
kta A i B, gdyż nie jest jednako położony względem , 
tych punktów. Wogólności, jeśli uważając z jakiej- 
kolwiek strony punkta A i B, punkt C leży z boku 
tych punktów, to uważany z przeciwnćj strony, leży 
z przeciwnego boku tych punktów, przeto nie jedna- 
kowo względem nich jest położony, i niejest punktem 
prostćj, którćj pinkami, sA punkta AiB. 


2. Tw.) Jedno tylko jest jednakowe położenie pun- 
któw, wzgledem dwóch innych jakichkolwiek. 

Uważając od punktu A do B, punkt C o tyle leży 
z lewćj strony tych punktów, ð ile uważając od B do 
A leży zprawćj ich strony; gdyż łewa strona w od- 
wrotnóm uważaniu staje się prawą. Jeśli więc punkt 
C posuwać się będzie ku prawój stronie, to oddale- 
nie jego w pierwszćm uważaniu w lewą, a w dru- 
gićm w prawą stronę zmniejszać się będzie jedna- 
kowo, tak, że stanie się u C’ jednakowo oddalonym 
w obie strony, czyli niebędzie oddalony w żadną stro- 
nę; a przeto położenie jego będzie jednakowóm wzglę- 
dem punktów AiB. Jeśliby; ten punkt posuwał się jesz- 
cze daléj w prawo, to położenie j jego u C”, względem 
punktów Ai B stałoby się niejednakowem, S i 
jacod AdoBpanktC”, bylby z prawéjzaś od B dopun- 
któw AiBzlewćj strony, a zatóm w jednómtylko polo- 
żeniu panki, może leżeć jednakowo względem dwóch 
punktów. To samo ściągasię i do innych położeń uwa- | 
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żanych z góry i z dóła, ku: prawój i ku lewej! stronie 
pinktów A'i B. A żekażdy punkt w jednóm tylko 
położenia leży jednakowo względem punktów AiB, 
przeto jeden jest tylko szereg punktów po sobie le- 
żących, jednakowo położonych względem tych pun- 
któw. 

Uw. Linia prosta pod względem kształtu j jest miej- 
scem punktów bez przerwy Po sobie idących, jedna- 
kowo położonych względem dwóch swoich punktów, 
pod tym więc „względem wyraża kierunek w jakim 
się punkt posuwa, i ee nr nićj uważamy zbocze- 
nia a tego punkta. 

3. Tw. Linia prosta jest Vnii 4 odległością 
między dwoma punktami na niej wziętemi. (fig. 1); 

Punkta prostćj przechodzącćj przez punkta AiB nie 
zbaczają w żadną stronę; przeto pankt A posuwając 
się po linii AB do punktu B nie zboczy w żadną stronę. 
Droga przez ten punkt przebieżona jest najkrótszą ze 
wszystkich, jakieby punkt A przebiegł, dla dojścia do 
punktu B, bo na każdćj innćj robiłby zboczenia dla 


tego,że tylko jeden jest szereg punktów, bez przerwy 


po sobie idących i nie mających żadnych zboczeń — 
przeto linia prosta jest ken odległością dwóch 
punktów. | 

Wn. 1. Zmierzyć odległość między dwoma pin: 
ktami, jest to zmierzyć linią prostą zawarlą między 
temi punktami, gdyż ona jako najkrótsza , jest pra- 
wdziwą odległością. 

Wn. 2. Jeśli między dwoma punktami pipri 
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dzimy linię prostą i inne jakiekolwiek linie, to prosta 
jest najkrótszą ze wszystkich tych linii — i to jest 
główna jéj własność pod względem wielkości, - 


4. Tw. Linie proste CB i FE są sobie równe czyl 
jedna położona nad drugą, prz ystaje do niej we 
wszystkich punktach, (lig. 2), 

Przenoszę prostą CB na FE, tak aby aoko isk 
punkt A prostej CB padł na punkt D prostćj FE. | Obra; 
cam linię CB będącą w tóm nowem „położeniu. około 
punktu D, póki jakikolwiek jéj punkt B nie padnie na 
punkt E linii FE. Wtedy linie DB i DE, beda mialy 
dwa punkta E iD wspólne, przeto wszystkie punkta 
prostéj DB padną na prostą DE, gdyż punkta obu 
tych linii są jednakowo położone między punktami 
D i Epa jeden tylko może być szereg tąkich pun- 
któw bez przerwy po sobie idących [PA PA 

Wn. 1, Ponieważ linie proste przystają do siebie, 
przeto mają wielkość i ksztalt jednąkowy, czyli są 
sobie równe i podobne. 

Wn. 2. Dwie proste mające końce wspólne przy: 
stają do siebie, czyli przez dwa punkta jedna: tylko 
linia prosta przechodzić może. Dwie więc proste, 
mogą mieć tylko jeden punkt wspólny, t. j, przeci- 
nają się w jednym punkcie, bo mając dwa lub więcćj 
punktów wspólnych zlewają się w jedną linię prostą. 

Wn. 3 Przez jeden punkt dowolna liczba pror 
stych przechodzić może, gdyż przez ten punkt i jakiz 
kolwiek punkt drugi może poprowadzić linię prostą; - 
przez trzy punkta dowolnie wzięte Ą, C, B, niemożna 
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poprowadzić prostćj; (fig. 3), gdyż poptowadziwózy 
przez każde dwa ¿z tych. jponktów, proste AB, AC, 
CB, to; linia AB jest prosta, przeto linią ACB nie may 
że być: prostą, gdyż przez dwa: punkta A i,B, niemo} . 
żna, poprowadzić dwóch prostych (Wn, 2), — Dla 

podobnój przyczyny przez cztery i t. d. punktów dos 
wolnie wziętych niemoże, przechodzić: linia prosta. 
Przeto przez dwa tylko punkia zawsze poprowadzić 
można „Prostą i tylko jedną, a zatóm dwa: punkta o 
znaczają połóż enie linii pr ostej, i dla lego. ona; „się 
czyta tylko dwoma punktami. 

Wn. 4. Konce dwóch proslychA AB. i CD jednakowo 
dlugich prz stają da, siebie (lig. 4). "Przenoszę prostą 
AB na CD tak aby punkt A padł na Ci linia AB przy: 
stałą do l linii GD (4). Mam dowieść że punkt B, padnie 
na punkt D; gdyby punkt B niepadł na:punkt D, to 
padłby albo przed punktem D w punkcie, F, albo za 
punktem D w E. W pierwszym przypadku linia AB 
równalaby się linii CF, — a że z założenia równą się 
linii CD, przeto dwie ilości, CD i i CF równe. trzeęićj 


AB, byłyby sobierówne, co być niemoże; bo. car’ 


łość CD, równałaby się jednój ze swych części, CF; 
a tóm samém punkt, B nie może. paść. przed pun- 
kiem D.: Dla podobnćj przyczyny punkt B nie może 
paść zą punktem D, przeto pada na ten puńkt. — 
Ww przenoszeniu więc figur punkt Rada, na punkt dla 
równości linii prostych | 

„Un, Jeżeli na prostój nieograniczonej obierzemy 
punkt, to części tćj prostój rachowane od. tego, pun- 
ktu w jedną i drugą stronę zowią się odcinkami linii, 
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które są także nieograniczone. Jeśli na jednćj z tych 
części AB, wezmiemy punkt B, to także utworzą się 
dwa odcinki (fig. 2) jeden BA ograniczony, a drugi 
„ BF nieograniczony. Każda więc linia ograniczona, 
jest tylko odcinkiem linii nieograniczonćj. Jeśli na 
linii ograniczonej CD (fig. 4) wezmiemy punkt F, to 
oba odcinki FC i FD są ograniczone i zawsze zawie- 
rają się między punktem wziętym F a końcami linii 
CiD, tak że jeśli punkt E wzięlibyśmy na przedłu- 
żenia prostćj ograniczonćj CD, to odcinki przez ten 
punkt utworzone są EC i ED. — Środkiem prostćj 
ograniczonej (fig. 1) AB zowie się taki punkt któren 
dzieli ją na dwa równe odcinki ĆA i ĆB; przeto linia 
prosta AB może mieć tylko jeden środek, gdyż je- 
śliby oprócz środka Ć, miała jeszcze środek D to: 
ĆA=ĆB i DA=DB a że ĆA > DA to CB > DB co 
być nie może. $ 


5. Zg. Nakreślić linię prostą, zapomocą liniatu. 

Uskateczniamy to na tćj zasadzie, że linie proste 
przystają do siebie (4), a tóm samóm że linia przy- 
stająca do prostćj, sama jest prostą. Uważając więc 
krawędź liniału za prostą, staramy się nakreślić taką 
linię, która przystawałaby do krawędzi. Dla tego, 
przykładamy do krawędzi ołówek, grafion i t. p. 
ostrze jego uważane za punkt kładziemy na płaszczy- 
znie, na którćj leży liniał. Posuwając więć ołówek 
przy krawędzi, punkt ten utworzy szereg punktów 
bez przerwy po sobie idących, które składają linią 
przystającą do krawędzi, a zatćm prostą. 


1 


Ztąd widzimy, że nakreślona linia tém bardzićj 
zbliża się do wyobrażalnćj, im bardzićj ostrze, któ- 
róm kreślimy zbliża się do punktu, czyli im jest deli- 
katniejsze. Jeśli przy kreślenia zmienialiśmy położe- 
nie ołówka, to ostrze jego robiło zboczenia w jedną 
lub drugą stronę, i nakreślona linia nie jest prostą. 
Dla uniknienia tego błęda przykładamy ołówek przy 
całćj płaszczyznie kantu, p? prowadzimy. go od po- 
y czątku do końca e, samą stroną, 


6. Zg. Przez punkt dany poprowadzić pa 

Ostrze narzędzia ustawiamy na punkcie danym, i 
postępujemy jak w N. 5. r ' 

<£ Zg. Przez dwa punkta dane poprowadzić prostą 

Przykładamy tak liniał przy tych punktach, aby 
ostrze ołówka przylegającego do całej krawędzi, z je- 
dnćj strony padało (fig. 4) na punkt A. z drugićj zaś 
na B, r postępajenty jak w N5. | 

8. Zo. Znałeść linią równą dwóm lub ot 
liniom danym ( lig. 5). 

Kreślę linię nieograniczoną AB, biorę w cyrkiel li- 
nię m i przenoszę ją od punktu A do C, to linia m ró- 
wna się linii AC, jako mająca z nią jednakową dła- 
gość (4 wn 4); biorę w cyrkiel linię z i odcinam ją od 
C do D, to linia z równa się linii AD. Przeto linia AD 
równa się liniim więcćjn cj wi aero 


9. Zg. Znaleść prostą równą różnicy dwóch linii. 
(fig. 5). 
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Niech AD będzie większa od ñ, odeinam n ha AD 
od punktu D do C, to prośta AĆ będzie wy oh 
gdyż AC=AD—CD=AD—n.' jr 14061 


10. Zg. Dung linię prostą powęażyć Przez liezba 
całą. "r. 
Na prostój nieograniczonćj, Jawa w 4, sa 

ciągu, linię daną m „tyle razy, ile jest jedności w liczbie 
danćj 3. To każda z linii AC, CD i DE równa się linii 
danćj n. Prosta AE=AC+ CD+DE=n+n+n=3n. 
E i Żę. Dana jednością CD zmierżyć linię prosi 
AB (fig. T). 

Przenoszę jedność CD na próstą ABodA do E, ch 

E do Fiod F do G, i pozostaje jeszcze linia GB 
mniejsza od CD: Gdyby przy przenoszeniu nie zo- 
stało reszty, to linia AC równałaby się trzem, liniom 

GD czyli trzem jędnościom; lecz że postala reszta GB, 
przeto trzeba się dowiedzieć jaką częścią jedności 
CD jest ta reszta, gdyż linia AB oprócz trzech jedno- 
śći AE, EF, VG, zawiera jeszcze linią GB mniejszą od 
jedności, czyli linią będącą pewną częścią jedności CD. 
| Abysię dowiedzióć jaką częścią jedności jest GB, 
-potrzeba wiedzićć ile:razy ona zawiera się w jedno- 
„ści, jeśli zawiera się dwa: razy jest półową, jeśli 
(trzy razy, jest trzecią częścią it. p. W ogólności zaś 
ita część wyraża się ułamkiem mającym za licznik je- 
dność a za mianownik liczbę pokazującą. ile: razy 
w GD zawiera się GB i j. l. Przonasag, więę, GB na 


GB. 10 „gł 


y 


GD, mieści się raż tylko od CdoH,i pozostaje reszta 
HD mniejsza od GB; ad e g= 1+1 ê teiń Sa 


GB wi 

m TETTE AE RU | 

pla FE 34.1. "bla dowiedzonia się 
. 4i- GB w Fi, N, | Í Í m 
nofi GB HD o Vw $. 


ile razy Mee się HD, przenoszę HD na 

GB, i zawiera się raz ssb aaa, JB, przeto 

GB 1 

HD =" IE mamgp=s kj. ` Dla do- 
WA i 


. Ly i e 
s d JB Fy sA r Tig a 
, v zd i HD à w. 
i i IB | aira w 


wiedżenia się ile róży w HD zawiera się IB, przeno- 


szę IB na HD i zawiera się w pw 4 razy bez reszty, 
HD AB 


przeto — 


IB T RANES =3%, s 


1+1_ 
4 


Ztąd widzimy, ż że dla zmierzenia linii przenosi się 
jedność na tę linię, reszta pozostała na jedność i tak 
następnie, każdą resztę na tę linię, od którćj przeno- 
szenia wypadła. Liczba zaś wyrażająca wielkość linii 
czyli stosunek jéj do linii przyjętćj za jedność, skła: 
da się z tylu jedności, ile razy limia przyjęta za ije- 

9 


= 
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dność mieściła się w mierzonćj linii, i ułamkowi cią- 
głemu, wyrażającemu jaką częścią jedności jest reszta 
pozostała od jéj przeniesienia. Wułamku tym mianowni- 
kiogniw wyrażają kolejno ile razykażda zreszt zawiera 
się wprostćj od przenoszenia którćj wypadła ta re- 
szła. Tak że jeśli jedność w mierzonćj linii zawiera 
się5 razy, pozostała reszta w jedności 3 razy, reszta 
ztąd pozostała w poprzedzającćj reszcie zawiera się 
4 razy i t. d, to wielkość mierzonćj linii czyli stosu- 


nek jój do jedności równa się 5 
: itd. 

12. Uw. 1. Jeśli przenosząc tyle razy ile się daje ` 
linią mniejszą CD (fig. 1) ma większą AB, resztę 
GB na linię przenoszoną CD i tak następnie HD na 
GB,JB na HD, otrzymujemy reszłę IB mieszczącą się 
zupełnie w linii HD, od którćj przenoszenia wypa- 
dła,to ta reszta IB a) jest wspólną miarą dwóch linii 
danych AB i CD czyli przeniesiona na te linie zawie- 
ra się w nich bez reszty b) żadna linia od nićj wię- 
ksza nie zawiera się w dawnych liniach bez reszty, 
czyli ta reszta GB jest największą wspólną miarą 
linii AB i CD. I tak: 

a). IBzawiera się bez reszty w liniach CD i AB, 
gdyż IB zawiera się bez reszty w HD, przeto zawie- 
ra się także w HD-+1B = GB; zawiera się więc tak- 
że w GB+-HD—CD, a tém samém w CD--CD+ CD+- 
GB = AB. Znalazlszy wspólną miarę IB mierzymy 
nią tak linię CD, jako też i AB, co możemy uskute- 


un 


cznić bez przenoszenia wspólnćj miary IB na obiedwie 
linie, bo HD — 4 IB; GB = HD+-IB = 4 IB+-IB= 
- 51B;—CD = GB+- HD = 51B +4 IB=g IB; —AB= 


3 €D+GB=3x9IB+-51IB—=32 IB; zatem o 


— 
— 


32 IB __ 32 ý 
510 000E 3% jak wyżój 

b) Prosta IB jest największą wspólną miarą linii 
CD i AB. Gdyż jeśliby linia p q > IB, zawierała się 
bez reszty wobudwu tych liniach, to zawierając się 
bez reszty w CD, zawierałaby się także w równych jéj 
liniach AE, EF, FG czyli w AG, a że zawiera się bez 
reszty i w AB=AG+-GB przeto zawiera się i w GB; 
zawierając się w CH = GB iw CD = CH+- HD zawiera 
się i w HD, zawierając się w GI=HD i w GB = 
GI+-1B, musi się zawierać i wIB. Prosta p q z za- 
łożenia większa od IB, nie może się wnićj zawierać 
a tém samem i w liniach AB i CD, 


13. Uw. 2. Jeżeli mierząelinię prostą, linią przyjętą 
za jedność, czyli szukając stosunku dwóch linii, otrzy- 
mujemy resztę zawierającą się zupełnie w linii od 
przenoszenia którćj wypadła, to ta reszta mieści się 
zupelnie w mierzonćj linii i jedności, przeto otrzyma- 
my zupełną jéj wielkość, czyli stosunek tych dwóch 
linii—i dla tego linia mierzona zowie się wymierną, że 
jednością można zmierzyć, lab współmierną z jedno- 
ścią: że mają wspólną miarę zawierającą się zupełnie 
W tych liniach. Jeśli zaś nieotrzymujemy takićj reszty, 
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wtedy niemożemy ze wszelką ścisłością zmierzyć 
linii, gdyż niemożemy.gtrzymać ulamku ciągłego skoń- 
czonego, wyrażającego, jaką częścią jedności jest 
reszla pozostała od jćj przeniesienia (11), a tem 
samem nie możemy liczebnie wyrazić stosunku mie- 
rzonćj linii do jedności. Linia mierzona wtedy zowie 
się niewymierną, czyli linia mierzona i przyjęta za 
jedność są niewspółmierne, gdyż wspólną ich miarą 
jest reszta, którćj niemożemy otrzymać. "Lecz wiel- 
kość linii mierzonej, czyli stosunek jéj do jednościwy- 
razi się tylko przez przybliżenie, ita wartość może być 
większą lub mniejszą od rzeczywistćj a zarazem do- 
nićj zbliżoną podług upodobania; co wynika z wła- 
sności ułamków ciągłych. 


14. Uw. 3. To cośmy powiedzieli o wynajdywa* 
niu stosunku liczebnego dwóch prostych (11 i 12), 
ściąga się do wszystkich ilości jeometrycznych, ma- 
jących tę własność, ża przeniesione przystają do sie-- 
bie; gdyż prawdata wylącznie wypływa ztćj własności 
linii prostych, Stosunki zaś wielkości jeometrycznych 
są sobie równe gdy liczebne ich wyrażenia są jes 
dnakowe; bez względu na to czy wyrażają się liczbą 
całą, z ułamkiem zwyczajnym, ciągłym skończonym 
lub nieskończonym, w zwyczajnćj formie lub w formie 
niewymiernego arytmetycznego wyrażenia. Przeto 
aby dowieść że stosunek dwoch: wielkości jeometry- 
cznych, równa się stosunkowi dwóch innych, wyraża- 
my obadwa testosunki liczbą, zazwyczaj w kształcie u= 
ląmku ciągłego — i potrzeba dowieść że ułamki cią: 
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głe będą jednakowe, czyli że reszty odpowiednie bę. 
da się zawierały jednakową liczbę razy w ilościach 
od przenoszenia których wypadły, 

Na téj zasadzie dowodzi się równość wszelkich 
stosunków jeometrycznych, i chociaż ona wypada 
czasem z własności figur, jednak własność ta figur 
byla wyprowadzona z równości stosunków dowie» 
dzionych na powyższćj zasadzie: t. j, że wyrażają się je- 
dnakową liczbą. g i i 


15. Zl. Na téj zasadzie że linie proste są sobie ró- 
wne czyli przystają do siebie, opiera się sposób spra» 
wdzenia liniału. Prowadzimy przy sprawdzonćj 
krawędzi na płaszczyznie, linię, przykladamy tę kra- 
wędź z drugićj strony poprowadzonćj linii, jeśli ona 
w tćm nowem położeniu przykrywa poprowadzoną 
linię, to linia ta i krawędź sprawdzana, są prostemi — 
w przeciwnym razie nie są proste, gdyż nie maja wła- 
sności przystawania (4), ` 

Rzemieślnicy sprawdzają liniał innym sposobem. 
Umieściwszy liniał tak, aby oko było na przedłużeniu 
krawędzi, patrzą na tą krawędź; jeśli ona wydaje się 
punktem, to liniał jest prosty, gdyż punkta jego nie- 
zbaczają w żadną stronę (1). Ten sposób jako zale- 
żący od wprawy oka jest tylko przybliżony. 


16. Zł. Ogrodnicy, mularze, brukarze prowadzą 
prostą za pomocą sznuru przytwierdzonego do tyk; 
lecz sznur powinien być jaknajbardzićj wyprężony, 
gdyż prosta jest najkrótszą odległością dwóch pun- 
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któw, zaś naciągając sznur zmniejszamy jego dłu. 
gość między tykami. 

Cieśle do prowadzenia długich prostych używają 
sznura natartego kredą, okrą (farbą żółtą) lub sadzą A 
rozpuszczoną w oliwie. Taki sznur przykłada się 
dwoma punktami do końców mającćj się prowadzić 
prostćj, naciąga się i- przytrzymuje się mocno; po 
środka sznur podejmuje się prosto nad płaszczyzną 
i puszcza się go. Ślad utworzony na płaszczyznie tóm 
bardzićj zbliża się do prostój, i im bardzićj sznur był 
naciągnięty. Jeśli pł. jest poziomą (jak powierzchnia 
spokojnie stojącój wody) to sznur podnosi się w kie- 
ranku pionowym (nici na końcu z ciężarkiem) i wte- 
dy ślad ten jest prawie linią prostą. Sposób takowy 
opiera się na téj saméj zasadzie co i poprzedzający, 


11. Zt. W zdejmowaniu planów, podziale gruntu 
np. na morgi, oznaczają się tylko końce peostych. 
Dla oznaczenia innych punktów tych prostych, mię- 
dzy dwoma tykami stojącemi na końcach pionowo, 
ustawiamy inne, tak, aby patrząc przez jedną z koń- 
cowych na drugą, środkowe zasłaniały drugą, czyli 
zakrywały ją; wtedy bowiem tyki nie zbaczają w ża- 
dną stronę, a ich punkta są na prostćj(1). 


18. Uw, Płaszczyzna jest miejscem prostych prze- 
cinających się z dwoma zbiegającemi się prostemi. 
Ztąd wynika: J 

lo Prosta mająca z płaszczyzną dwa punkla 
wspólne cała leży na tćj płaszczyznie, gdyż te dwa 
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punkta można wziąść za punkta, przez które prze- 
chodzą dwie zbiegające się. 


20 Płaszczyzny przechodzące przez trzy punkta są 
tylko jedną płaszczyzną, czyli przystają do siebie 
we wszystkich punk ch; gdyż połączywszy jeden 
z tych punktów C, z dwoma innemi Ai B,każdaz pla- 
poj przez nie przechodzących jest miejscem pro- 
stych przecinających linie zbiegające się AC i CB; 
proste więc przecinające są wspólnemi dla tych pła- 
szczyzn, a zatóm te płaszczyzny, są tylko jedną pła- 
szczyzną. `“ Pr o 

30 Dwie jakiekolwiek proste przechodzące przez 
jeden punkt, tudzież proste przecinające się zniemi 
leżą na jednćj płaszczyznie. 


$ II. Linia łamana. 


19. Linia łamana jest to linia złożona z części linii 
prostych, z których każde dwie po sobie idące mają 
końce wspólne. Jeżeli końcowe proste mają końce 
wspólne, to łamana zowie się zamknięłą, w przeci- 
wnym razie olwarłą, i wtedy końce prostych skraj- 
- nych, zowią się końcami linii łamanćj. 


Linia lamana zowie się wypukłą, gdy z prostą nie- 
ograniczoną może mieć tylko dwa punkta wspólne, 
w przeciwnym razie zowie się zygzukowałą. Każda 
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z tych linii czyta się głoskami postawionemi u koń: 
ców linii prostych, zwanych bokami linii łamanych: 
Własności odnoszące się do ksztaltu linii łama- 
nych, należą do połączeń prostych, tu tylko wskaże- 
my główną własność odnoszącą się co do ich wiel- 
kości. ? 


20. Tw. Z linii łamanych wypukłych, wj ch 
końce wspólne, obejmująca jest większa od objętej. 

lo Jeśli łamane składają sięz dwóch prostych (fig. 8) 
Przedłużam AD do przecięcia się z BC, zatem AB ++ BE 
= AD-+DE (3) tudzież DE+- EC > DC, do ilości nie- 
równych dodawszy ilości nierówne, większe do „wię: 
kszych zaś mnićjsze do mnićjszych, summa pierwś 
szych będzie większa od sammy drugich, przeto AB+- 
BE+DE+EC > AD+ DE+-DG; odejmająe z obu 
stron DE, będzie AB+BE+EC> AD+DCQ czyli AB 
+BC > AD+ DC. 

2 Jakiekolwiek łamane (fig. 9). Przedłażam AE i 
EF do spotkania się z łamaną obćjmującą w punktach 
Gi H. Uważam że AB +BG> AE4-.EG(3), EG+ GC 
—LCH>EF4<TFH, i FH+-HD> FD. Summa ilości 
większych jest większa od summy ilości mnićjszych, 
przeto AB+BG+EG+ GC+CH+-FH+ HD > AE-+ 
EG+EF+FH+ FD. Odćjmając z obu stron EGi FH, ' 
otrzymujemy AB ++BG--GC+-CH++ HD > AE EF+- 
FD czyli linia łamana ABCD > AEFD. 

Wn. Linia łamana wypukła zamknięta obejmująca 
jest większa od objętćj (fig. lik 
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Przedłażam GF i HI do przecięcia się z obejmują- 
cą w punktach L i M. Podlag Tw. LB+-BC+ CD+4- 
DM > LF FG+GH+-HI+-1M, podobnie IM+ ME + 
EA+AL+LF > IK+KF, więc LB+BC+CD+ DM 
11IM4+ME+EA+AL + LF > LF4-FG+GH--HI+- 
IM+1K--KF. Odejmając po oba stronach FL i IM, 
będzie LB--BC4 CD4+ DM4+ ME+-AE4+ AL > FG+- 
GH-+-HI-HIK+KF czyli lamana AKCDE > FGHIK. 

21. Tw. Summa dwóch prostych przechodzących 
przez jeden punkt, jest więksia od dwóch linii ta- 
czących ich końce (fig. 10) AB+ CD > AD4-CB. 

Uważam że AE+ ED > AD (3); EB+-EC > BC. 
Dodaję odpowiednie wyrazy i będzie AE EB++DE 
+ EC > AD4 BC czyli AB+-DC > AD -+BC. 


$ 1l. Okrąg koła. 


22. Okrąg koła jest to linia krzywa zamknięta, 
htórćj punkta leżą na jednćj płasżczyznie, w jedna- 
kowćj odległości od punktu téj- płaszczyzny zwanego 
środkiem koła. 

Proste, łączące środek koła z punktami okręgu, zo: 
wią się promieniami, Odległości środka koła od pun- 
któw okręgu są sobie równe, i mierzą się promienia- 
mi (3 Wn. 1), przeto kc koła są sobie ró- 
wne (4 wn. 4.) ° 

Okrąg koła czyta się albo jedną gloską będącą 
w jego środku, albo trzema, leżącemi na samym o- 
kręgu, dla odróżnienia od prostéj, która się oznacza 
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dwoma punktami. Późnićj zobaczymy, że jak dwa 
punkta oznaczają prostą, tak trzy oznaczają zupelnie 
okrąg koła. 

Każda część okręgu kola zowie się łukiem. Łuk 
czyta się trzema głoskami z których dwie leżą na je- 
go końcach. 

Prosta łącząca dwa końce luku zowie się cżęciwą. 
Cięciwa przechodząca przez środek koła zowie się 
średnicą, a taki przez nią podparte; półokręgami. 

Średnica przechodzi przez środek koła, zatóm kaž- 
dy z niéj dwóch odcinków (4Uw.), zawartych między 
środkiem koła a jćj końcami, jest promieniem, prze- 
to średnica równa się dwom promieniom, a tóm sa- 
mém średnice w kole są sobie równe. Przytem śre- 
dnica jest największa ze wszystkich cięciw, gdyż 
każda cięciwa jest mniejsza od dwóch promieni po- 
prowadzonych do. jéj końców (8 Uw. 2), średnica 
zaś równa się summie dwóch promieni. 


23. Tw. Jeśli punkt leży wewnątrz okręgu koła, 
na okręgu, lub zewnątrz niego; to odległość tego 
punktu od środka, jest mniejsza, równa lub większa 
ad promienia tego koła (lig. 12.) 

lo Prowadzę przez punkt B promień AC, prosta 
AB mierząca odległość punkta B. od środka kola, 
jest mniejsza od promienia jako część od swojćj ca- 
łości (Praw. oczy). 

20 Jeśli punkt D leży na okręgu koła, to prosla 
AD, mierząca odległość tego punktu od środka koła 
jest promieniem. 
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30 Punkt E leży zewnątrz koła, łączę prostą EA 
ze środkiem koła, która przetnie ten okrąg w pun- 
<kcie D, gdyż okrąg koła jest linią zamkniętą. Prosta 
EA mierząca odległość punkta E od środka koła, 
jest większa od promienia AD, jako całość od swojćj 
części. . 


24. Tw.od. Jeśli odległość punktu od środka koła 
jest mniejsza, równa lub większa od promienia, 
wtedy ten punkt znajduje się wewnątrz, na okręgu 
lub zewnątrz okręgu koła (fig. 12). 

lo Punkt B nie może się znajdować ani na okręgu 
koła, ani zewnątrz niego, gdyż: w pierwszym razie 
odległość tego punktu od środka równałaby się pro- 
mieniowi, w drugim zaś razie byłaby większa od pro- 
mienia, coby się sprzeciwiało założeniu; a zatóm 
punkt B leży wewnątrz okręgu koła. 

Podobnym sposobem można dowieść i dwóch in- 
nych przypadków. 

Wn. Okrąg koła jest miejscem wszystkich pun- 
któw jednakowo oddalonych od środka gdyż każdy 
punkt jednakowo oddalony od środka koła leży na 
okręgu koła. 


z 
25. Tw. gł. Okręgi kót równych promieni są so: 
bie równe, czyli przystają do siabie we wszystkich 
punktach. (fig. 18.) 
Przenoszę okrąg koła F na A, tak aby środek F. 
padł na środek A, i płaszczyzna pierwszego okręgu 
przystała do płaszczyny drugiego okręgu (18). Pun- 
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kta okręgu F znajdują się w odległości promienia od 

Środka A, gdyż z założenia promienie tych kół są so- 

bie równe, przeto znajdają się na okręgu koła A (24. 

Przytóm wszystkie punkta okręgu F przystają do 

okręgu A, gdyż jeśliby którykolwiek punkt okręgu. 
F nie przystał do takiegoż punktu okręgu A, wtedy 

okrąg A, niezawierałby tego punktu, pomimo że on 

jest w odległości promienia od jego środka. 


26. Tw. Dwa okręgi kół przecinające się, mają 
tylko dwa punkta wspólneż jeden nad prostą a drugi 
pod prostą łączącą ich środki, (fiz. 14.) 

Okrąg koła C przecinając okrąg koła A w punkcie 
B wchodzi wewnątrz tego okręgu: lecz że oba okrę- 
gi są liniami zamkniętemi, przeto okrąg koła © wy- 
chodząc z okręgu A przecina go także w punkcie E. 
Punkt B jest punktem wejścia, Saw rice okręgu 
kola C-z okręgu A, przeto ani nad punktem B ani 
pod punktem E okręgi te nie mają wspólnego pon= 
ktu, potrzeba więc tylko dowieść że niema punktu 
wspólnego tym dwóm okręgom między punktamiBiE. 
Jeśli punkt D leżący nad linią środków AC byłby 
wspólny dla tych okręgów. to poprowadziwszy pro- 
mienie do punktów B i D, AB=AD i CBCD zatem 
i AB+BC=AD-+DC co być niemoże (20), przeto 
punkt wspólny nie może znajdować się nad linią AC, 
Niemoże się także znajdować na linii środków, gdyż 
AC=AB+-BC (3); przeto oprócz pankta B niema 
innego punktu wspólnego tym dwóm okręgom nad 
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linią AC. Dla podobnćj przyczyny jeden tylko pankt 
E jest wspólny dla tych okręgów pod linią AC. 

Wn. Jeden tylko jest punkt „dł proste w danćj 
odległości od jćj końców. Wszystkie „punkta leżące 
w danćj odległości (fig. 14) AB od końca A prostćj 
AC, leżą na okręgu koła opisanego z punktu A pro- 
mieniem AB, (24 Wn. ); wszystkie punkta leżące 
w oddaleniu CB od końca C leżą na okręgu koła za- 
kreślonego z punktu Ca zatem pankt leżący nad linią 
AC; oddalony od A na AB a od C na CB leży na 
wspólnem przecięciu się tych okręgów. Lecz okręgi 
te przecinają się w jednym tylko punkcie nad linią 
AC, przeto jeden jest tylko punkt nad linią w danem 
oddaleniu od końców gjini 


21. Tw. W kole alho w kołach równych, cięciwy 
równe opierają luki równe. (fig. 13) 

Zakładam , że okrąg kola F równy okręgowi koła 
A, i cięciwa KM=GI. Twierdzę, że luk KLM — GAL. 
Posawam okrąg F na plaszczyznie rysunku, tak aby 
punkt K padł na G, prosta KM na prostą GI, zatóm 
punkt M padnie na punkt I, dla równości tych 
dwóch linii (4 Wn. 4); aże promienie tych kół są 
sobie równe (25), przeto punkt F równie jak i A 
znajdują się od końca Gi I w odległości promienia, 
są więc jednym tylko punktem (26 Wn.), czyli punkt 
F padł na punkt A; azatćm okrąg koła F przystał do 
okręgu koła A, i łuk KLM do łuku GHI; że zaś te lu- 
ki mają końce wspólne, zatćm przystają do siebie we 
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wszystkich punktach czyli są sobie równe; to samo 
ściąga się i do łuków KOM i GCI. 

Jeśliby cięciwy KMi PQ równe, należały do jedne- 
go koła, wtedy w okręgu A równym okręgowi F, 
poprow dziwszy cięciwę GIEKM a tém w io i cię: 
ciwie PQ, tuki KLM i POQ, jako równe podług twier- 
SR łukowi GHI, będą sobie równe. 

Na téj wibnóści łuków okręgów równych, 
„ad, na okręgu, odciąć łuk równy łukowi da- 
nemu. 4 

28, Tw. od, W kole albo w kołach równych, łuki 
równe mają cięciwy y równe. (fig. 13). 

Zak. Okrąg F= kie h luk KLM = łukowi 
GHI. Tw: Cięciwa KM=cięciwie Gl. 

Przenoszę org) na A, tak aby ich środki i płasz- 
czyzny przystaly do, siebie, zatém i okrąg F przysta- 
nie do okręgu A. Obracam okrąg F a oaza 
tak, aby punkt K padł na punkt G, luk K oszedł 
po łuku GHI, to punkt M padnie na punkt I dla ró- 
wności tych dwóch łuków a tem samém cięciwa KM 
przystaje do cięciwy GI i jest jéj równa. 

Jeśli łuki równe KLM i POQ należą do jednego | ką 
ła, wtedy poprodziwszy cięciwę Gl, równą cięciwie 
PQ, łuk POQ będzie równy łukowi GHI, a tém sa- 
mem i lukowi KLM, przeto podłog poprzedzające- 
80, cięciwa KM = GI, zaś GI=PQ z odcięcia, więc 
i KM = PQ. 

Wn. Średnica RS dzieli okrąg koła F na dwie ró- 
wne części, gdyż poprowadziwszy w okręgu A ró- 
wnym oksęgowi F średnicę NT, ponieważ cięciwa 
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RS=NT, więc łak RLS=NGT, bo po przeniesieniu 
średnie i środki ich kół przystają do siebie (4 Uw.). 
Dla podobnej przyczyny i łak ROS=NGT, przeto 
luk RLS=ROS (Praw. oczy), i dla tego one zowią 
się półokręgami. 

Wn. 2. Cięciwa K M dzieli koło na dwie nierówne 
części, czyli luk KLM < KOM, pierwszy bowiem jest 
mniejszy, a drugi większy od półokręgu koła. 


29. Zg. Nakreślić okrag koła. 

Jeżeli na płaszczyznie weźmiemy jeden punkt, zaś 
drugi na tćj plasczyznie posuwać będziemy tak, aby 
odległość tego punktu od wziętego na płaszczyznie 
niezmieniała się, to on opisze okrąg koła (22). 

Narzędzie więc służące do kreślenia okręgu koła, 
powinno mieć dwa punkta, którym nadana odległość 
niezmieniałaby się, i gdy jeden zostaje w spoczynku; 
żeby drugi mógł swobodnie posuwać się po płaszczy- 
znie. Punkta te są to ostrza, przeto im będą delika- 
tniejsze, tembardzićj zbliżą się do punktu, a nakre- 
ślony okrąg koła do wyobrażalnego. 

Błędy w kreślenia okręgu z dwóch przyczyn po- 
chodzić mogą: 1) jeśli punkt około którego obraca- 
my, zmieni swoje położenie; gdyż wtedy pankta krzy- 
wéj episanćj będą równo oddałone nie od jednego 
punktu; 2) Gdy w czasie obrotu zmieni się odległość 
punktów; gdyż wtedy punkta krzywćj nie będą ró- 
wno oddalone od punktu mającego być środkiem. 

Narzędzia do kreślenia koła są różne, podług te- 
go jak wielki ma być okrąg koła. I tak: 1. Cerkiel 
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metalowy lub drewniany. 2. liniał ze szpicem ru- 
chomym i nieruchomym (fig. 15). Miejsce liniału 
zastąpić może tyka lub sznuř 


30. Zg. Nu okręgu danym, odciąć łuk, równy tu- 
kowi danemu (fig. 13). 

Stawiam jedną nóżkę cerkla w jednym końcu G 
łuku danego GHI, zaś drogą w I, drugim końca te- 
go luku i przenoszę otwartość cerkla na okrąg da» 
ny jednakowego promienia F, od K do M. Euk KLM 
= GHI (27). Jeśli punkt K bylby dany na okręgu F, 
od którego odciąć potrzeba łak GHI, wtedy przeno- 
sząc roztwartość cerkla, jedną nóżkę stawiamy w tym 
punkcie K. 


31. Zg. Obrotem płaszczyzny nakreślić okrąg 
koła. 

Płaszczyzny przystają do siebie we wszystkich 
punktach (15), przeto jeśli położymy jedną płaszczy- 
znę na drugićj, i na nićj będziemy obracali około 
punkta stalego, to każdy punkt obracanćj płaszczy- 
zny, posuwać się będzie w jednakdwćj odległości 
od punktu obrotu i opisze okrąg koła (22). 

Jeśli obracając pićrwszą płaszczyznę około pun- 
ktu stalego, na drugićj płaszczyznie w pewnćj odle- 
glości postawimy ostrze stałe, to wszystkie punkta 
pierwszćj plaszczyzny, oddalone jednakowo z ostrzem 
od punkta obrotu, przystawać będą do końca ostrza 
(4 Wn. 4), a że punkta płaszczyzny jednakowo odda- 
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lone od. jednego punkta składają vkrąg koła, przeto 
ostrze żakreśli na płasczyznie okrąg koła. 


32. Za. Stosunek dwóch łuków równych promieni 
wyrazić liczbą. (fig. 17) 
| Łuk mniejszy GD jA A RE na większy AB, za- 
wiera się w nim dwa razy od A do Fi pozostaje FB 
< D. Przenoszę FB na CD zawiera się wnim 4 
razy od C do K,i pozostaje KD = FB; przenoszę 
KD na FB, zawiera się trzy razy od F do. N i pozo- 
staje NB < KD.—jJeżeli narzędzie nie pozwala .prze- 
nosić NB na KD, albo ścisłość rachunku tego niewy- 
maga, opuszczamy NB i uważamy że KD mieściło się 
bez reszty 3 rdzy. 


avs AB 1 
Przeto GD Żtza "18 $ti (11) 
3 


błąd jest mniejszy od 7 Z = () 


Jeśli lak GD przyjmujemy za i pige do mierzenia 
luku AB to 2%: wyraża ile razy jedność zawiera się 
w AB czyli wielkość tego łaku w danćj jedności. 

: x. 

(*) Własność ułamków ciągłych jest ta, że biorqe piórwszą 
przybliżoną wartość czyli pierwsze ogniwo 14, drugą przybliżoną 
wartość t.j. dwa pierwsze ogniwa „PZ Saw - 
zj 4+1/ = 13 * pa 
hiamy błąd mniejszy od jedności podzielonćj przėz iloczyn mín- 
nownika tój wartości przez mianownik wartości poprzedzającej 
1 t : 
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33. Uw. Podział okręgu koła dawny i nowy; mie- 
rzenie łuku. , 

Podług dawnego podziału, bardzićj używanego, 
cały okrąg koła jest podzielany na 360 części równych 
zwanych slopniami, stopień dzieli się na 60 części 
równych zwanych minutami; minuta na 60 części ró- 
wnych zwanych sekundami it. d., i podziała tego 
zazwyczaj używamy tylko do sekund. Łuk wyraża 
się przez liczbę zawierających się w nim stopni mi: 
nut i sekund. Stopnie oznaczają się zerem napisa- 
ném z prawćj strony nad liczbą, minaty jedną kró- 
ską, sekundy dwoma króskami, tercye trzema króska: 
mi it. d. np. 25%3 46” 

Podług nowego podziała okrąg kola (dzieli się na 
400 części równych zwanych słopniamł, stopień na 
10 części równych zwanych minutami i l. d. tak że 
stopień jest 400 częścią okręgu, minuta dziesiątą 
częścią stopnia , sekunda dziesiątą częścią minuty, 
czyli setną stopnia, tercya dziesiątą częścią sekundy 
czyli tysiączną częścią stopnia it. d. Jeśli więc łuk 
podłagtego podziała wyrazimy liczbą,stopnie będą li- 
czbą całą, minuty zaś sekundy i tercye dziesiętnemi, sē- 
tnemi i tysiącznemi częściami całości, tak że łuk ozna- 
czy się w stopniach liczbą całą z ułamkiem dziesię- 
tnym. 

Dogodność pićrwszego podziału jest ta, że więcej 
części okręgu koła wyraża się liczbą całą stopni, 
aniżeli podług drugiego, to samo ściąga się do liczby 
części stopni wyrażających się zupełnie w minutach, 
części minut wyrażających się w sekundach i t. d. 
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gdyż 360 = 2 X 2x2 x 3X 3X5 zaś 400 = 
2X2X2X2X 5X ï. Podług piérwszego więc podzia- 
lu 3cie, Gte, gte, i t. d. części wyrażają się calą liczbą 
stopni, zaś podług drugiego nie, gdyż nie wchodzi 
czynnik 3; tak że podłag pićrwszego 23 części okrę- 
gu wyraża się całą liczbą stopni tje połowa, trzecia 
część, czwarta, piąta i t. d. podług drugiego tylko 
14cie, Co do części stopnia 60—=2. 2, 8,5; 10=2. 5- 
t j- podług dawnego, ośm części stopnia wyraża się: 
całą liczbą minut, a podług nowego trzy tylko części. 
Do mierzenia prostych, mogliśmy wziąć za je- 
dność jakąkolwiek linję. prostą, gdyż wszystkie te 
linje przystają do siebie; okręgi zaś przystają tylko 
wtenczas, gdy mają promienie równe; przeto łuk 
można tylko mierzyć łukiem tego samego promienia, 
czyli łukiem tego samego okręgu kola, Zmierzyć łuk 
jestto dowiedzićć się, jaką on jest częścią swego 
okręgu koła. Ogólny sposób (32), chociaż ścisły, 
jest zadługi, i dla tego łuki się mierzą stopniami,'mi- 
nutamiit. d. Podług dawnego podziału za jedność do 
mierzenia łuku bierzemy 360tą część jego okręgu 
koła. Jeślibyśmy przenieśli ten stopień na łuk mie- 
rzo ny, tyle razy, ile się on, w nim zawiera, czyli do- 
pókąd reszta nie będzie mniejsza od stopnia, jeżeli 
wtenczas stopień zawiera się 5 razy, to łuk zawiera 
w sobie 5 stopni i jeszcze łuk mniejszy od stopnia. 
Dla dowiedzenia się jaką częścią stopnia jest ten luk, 
zamiast przenosić go na stopień (11), przenosimy 
na tę resztę 60 część stopnia; jesli ona zawiera się 
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3 razy, to łuk mierzony zawiera 5. stopni, 3 minuty 
i jeszcze łuk mniejszy od minuty. Dla poznania jaką 
część minuty łak ten stanowi, przenosimy nań 60tą 
część minuty,na ten łuk dopóki reszta nie będzie mniej: 
sza od tćj części; jeśli sekunda zawierasię 4 razy, to 
Juk mierzony zawiera 5'8'4” i jeszcze łuk mniejszy 
od sekundy, i t. d. Przeto: gdy poprzestaniemy na sa» 
mych stopniach, opuścimy łuk mniejszy od stopnia, 
i wartość wynąleziona będzie mniejszą od rzeczywi- 
stój o mnićj niżeli stopień czyli '4c6 okręgu; jeżeli 
poprzestaniemy na stopniach i minutach, to opuści- 
my łuk mniejszy od minuty, i wartość jego będzie 
mnićjszą od rzeczywistćj o mnićj, uz czyli 
1 x humor 
60 360 360x60 7 sio 
gu; poprzestając na sekundach, dla podobnćj przy- 


5 stopnia = okres 


czyny, popełniamy błąd mniejszy od. 


21600x60 7 
1 
1506006 okręgu i t. d. 
5 3 4 
NYC LE Sak tal. Prady włada 
puk wig 360 * 21606 * 1266007"? 


gu, jest summą ułamków, których jednostki są je- 
dna od drugićj o 60 razy mniejsze; biorąc zaś pier- 
wszy, dwa pierwsze, trzy pierwsze ułamki, otrzy- 
mujemy pierwszą, drogą i trzecią przybliżoną wartość 
łuku i błąd jest coraz o 60 razy mnićjszy. 

Mierząc tym sposobem luk, przykładany do niego 
łuk jemu równy podzielony na stopnie, lub na sto- 
pnie i minuty, albo na stopnie minuty i sekundy, iluk 
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ten zowie się przenośnikiem, a ile stopni, minut į sev 
kund zawiera łak przenośnika równy mierzonemu, 
tyle stopni, minut i sekund zawiera łuk mierzony. 


34 Uw. Przenośnik. (fig. 16) 

Narzędzie to zazwyczaj miedziane składa się zpół- 
kola wydrążonego, i liniału EG będącego jego średni- 
cą, wycięcie zaś D oznacza jéj środek; wyjęcia A i C 
słażą do dokładnego przykładania wewnętrznego 
brzegu liniału do średnicy mierzonego koła. Brzeg 
okręgu dzieli się na stopnie, które często bywają po- 
dwójne, aby zarazem łuk można było czytać z pra- 
wćj i z lewćj strony. Chcąc zmierzyć łuk z wszelką 
dokładnością, kładziemy wewnętrzną stronę liniału 
przy średnicy mierzonego łuku, przecho dzącćj przez 
jeden z jego końców, środek D przykładamy do śro- 
dka koła, którego łuk jest częścią. Liczba stopni od- 
powiadająca dragiemu końcowi, wtenczas gdy pier- 
wszemu odpowiada zero,jest liczbą: stopni mierzone- 
go luku. 


35 Zł Na tćj zasadzie że średnice w kole są so- 
bie równe (22), sprawdzają się wydrążenia kołowe. 
Wkłada się największy liniał jaki może wejść w wy- 
drążenie, a który jest jego średnicą, jako największy 
ze wszystkich cięciw, probuje się czy w każdym kie- 
runku jednakowo przylega do ścian wydrążenia 
w tóm tylko razie, ponieważ średnie są sobie równe, 
wyprężenie jest okręgiem 

36 Zt. Kola równych promieni, mające środki 
wspólne i leżące na jednćj plaszczyznie, przystają od 
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siebie w kaźdem położeniu (25); przelojeśli naryso- 
wawszy koło na tekturze, wylniemy je z tektury o+ 
siróm i cienkióm narzędziem, to otrzymamy dwa 
okręgi równe, zewnętrzny, wyciętego koła, i wewnę- 
trzny, otworu pozostałego w tekturze. Krążek wy- 
cięty będzie się mógł obracać w otworze, przylega- 
jące do niego we wszystkich punktach. Ta własność 
wyłącznie należąca do okręgu kola, maliczne zastoso- 
wania w rzemiosłach. Na tój zasadzie robią się krany, 
zatyczki w karafkach i t. p., których dokładność za: 
leży od równości promieni kół wypukłych i wydrążeń, 

W odlewaniu ciał okrągłych, wydrążenie modela 
powinno mieć promień zupelnie równy promieniowi 
żądanego odlewu; aby zaśnie było nierówności, przy 
odlewie w piasku, wybiera się piasek bardzo miałki; 
jeżeli zaś model wyrabia się w ziemi, to wydrążenie 
wylewa się płynną gliną. Przed wyjęciem odlewu 
obracamy go w jedną i drugą stronę dla zrównania 
jego powierzchni. 

Jeżeli na płaszczyznie mamy nakreślić łuk równy łu- 
kowi modelu danego w naturalnćj wielkości, wtedy 
jeśli środek łuku niemieści się na danćj płaszczyznie 
wycinamy ten łuk z modela z jego cięciwą, kreślimy 
na płaszczyznie prostą mającą podpierać łuk żądany, 
przykładamy cięciwę łuku wyciętego z modelu do téj 
prostćj, i przy brzegu URI kreślimy linię któ- 
ra będzie łukiem żądanym (35 i 27). Ten sposób jest 
zwykle używany przy wyrabianiu ornamentów. 

Garncarze i tokarze kreślą kola AMEA obro- 
tu płaszczyzny. 
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Linie proste połączone z prosłemi. 


$ 1 Prosta uważana z poprzeczną. 


37. Wszelka linia prosta AB, (fig. 10) dzieli pła- 
szczyznę na dwie części. Jeśli ją przetniemy drugą 
prostą, zwaną względem nićj poprzeczną, to ta prze- 
tnie prostą AB w jednym punkcie (4 wn 4), i rozdzie- 
li obie części płaszczyzny utworzone przez AB na 
dwie części. Płaszczyzna więc dwóch prostych AB 
i CD (18), została przez te linie podzielona na czte- 
ry części, DEB, BEC, CEA i AED. 

Odcinki nieograniczone ED, EB, EC, EA prostych 
AB i CD, rachowane'od punktu przecięcia się E, zo- 
wią się liniami zbiegającemi się, punkt przecięcia się 
E, punktem zbiegu, 


39. Część płaszczyzny DEB, zawarta między dito- 
ma prostemi ED i EB zbiegającemi się, zowie się 
kątem. 

Pod względem kształtu kąt jest nachyleniem się 
dwóchlinii zbiegających sięi dlatego mówiąc o ksztal- 
cie wyłacznie tę własność w kącie uważać będziemy. 
Pod względem wielkości kąt jest pewną częścią ca- 
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łćj płaszczyzny; i dla tego zmierzyć jego wielkość 
jest to wyrazić jaką on stanowi część płaszczyzny *): 

Punkt zbiegu E zowie się wierzchołkiem kąta, zbie- 
gające się ED i EB, jego ramionami, Jeżeli kilka ką- 
tów mają wierzchołek wspólny, kąt czyta się trzema 
literami, jedną będącą w wierzchołku a dwoma na ra- 
mionach, wymawiając w środku wierzchołek tym 
sposobem czytamy oba ramiona BE i ED; jeśli zaś 
kąty niemają wierzchołków wspólnych czytają się jeś 
dną ploską, położoną przy wierzchołku. Wielkość 
kąta nie zależy od długości ramion, bo te są nievgra: 
niczone i oznaczają się jakiemikolwiek swemi dwo- 
ma punktami (4 wn. 3): jednym wspólnym dla obu 
ramion, a drugim leżącym na ramieniu o które nam 
idzie. 


"89 Łuk zakreślony z wierzchołka kątai zawarty mię: 
dzy jegó ramionami, zowie się łukiem odpowiednim. 
Łuki odpowiednie dwóch kątów mają równe proś 
mienie. 


40. Kąty CBA i FED, (fig 18) zówią. się równe; 
jeżeli położywszy płaszczyznę kąta CBA na płaszczy: 
znę kąta FED tak; aby wierzchołek B; padł na wierz- 
chołek E i ramie BA na ED, drugie ramie BC przysta- 
je do EF. 


*) Rozbiór definicyi kąta. znajduje się w Przeglądzie Nauko- 
wym z roku 1847, za miesiąc Wrzesień w rozprawie: o dwóch 
liniach prostych leżących na płaszczyznie. 
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Kąt GED jest większy od kąta ABC, czyli ABC jest 
mniejszy od! GED, jeżeli po przeniesieniu drugie ra- 
mie BC pada wewnątrz kąta GED. I nawzajem. 

Zaąd widzimy że linie przystają do linji dla ró- 
wności kątów —równie linia pada wewnątrz lub że: 
wnętrz kata, z przyczyny nierówności kątów. 


41. Kąty utworzone przeż poprzeczną CD (fig 10.) 
z prostą AB, leżą albo z jednćj strony poprzecznej, 
DEB i BEC, albo też z przeciwnych jéj stron, BEC i 
AED, W pierwszym razie zowią się przyległemi, 
w drugim zaś, wierzchołkiem przeciwleglemi albo 
przeciwległemi, 

Kąty więc przyległe są te które mają wierzchołek 
E wspolny, jedno ramię EB, wspólne, a dwa innetch 
ramiona ED i EC stanowią jedną linię prostą DC. 
W ogólności kąty przyległe DEB i BEC nie są równe; 
a ramie ich wspólne BE zowie sie linią pochyłą do 
linji dwóch ramion tych kątów t. j. nii CD, Im wię- 
ksza różnica między kątami BED i BEC, tóm linia BE 
jest bardzićj pochyloną do CD. W tym szczególnym 
przypadku w którym (fig. 19) kąty przyległe DEB 
i BEC są sobie równe, kąty te zowią się prostemi, a 
ramie ich wspólne BE— linią prostopadłą do dwóch 
innych ramion, t; j. do linii CD. 

Kąty BEC i AED (fig. 10) wierzchołkiem przeciw- 
ległe są te, które mują wierzchołek E wspólny, 
uramiona jednego są przedłużeniem ramion dru- 
giego: EA przedłużeniem BE zaś ED przedłaże: 
niem EC. 

5 
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42, Tw. Z punktu E wziętego na linii CD, jedną 
tylko prostopadłą EB do tej linii poprowadzić mo- 
żna (fig. 19.) 

Jeżeli oprócz linii BE prostopadłćj do CD, byłaby 
inna linia EF do nićj prostopadła, to kąt CEB = 
BED i CEF=FED. Lecz kąt CEB < CEF, prze- 
to i kąt równy pierwszemu, bylby mniejszy od 
kąta równego drugiemu, czyli BED < FED co 
być nie może. A zalem kąt CEF nie może być równy 
kątowi FED, a tem samem ani linia FE prostopadłą 
do CD. 


43. Tw. Wszystkie kąty proste są sobie równe; 
CEB=GKI, BED=IKH, (fiz. 20.) 

1 ) Odcinam EC=KG; 2.) przenoszę płaszczyznę 
linii GHiIK na płaszczyznę drugich dwóch linii (18), 
- ak aby punkt G padł na punkt C, prosta GH poszła 
po prostéj CD, zatem punkt. K padnie na punkt E, dla 
równości linii GK z linią CE (4 wn.4). Poprzystania 
tych dwóch plasczyzn linia KI padnie na EB, gdyż 
z punktu E jedną tylko prostopadłą do CD poprowa= 
dzić można. 


44. Tw, gł. Punkta E i B, równo oddalone odkoń- 
ców linii AC, leżą na prosłopadłćj EB przechodzącej 
przez D środek tej linii AC. (fig. 21.) 

Zak: AE=EC i AB=BC. Tw. że kąt CDB=BDA 
i CD=AD. 

Obracam płaszczyznę BDC (18) około linii BD aż 

póki nie padnie na płaszczyznę ABD. Wtedy oba: 
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punkta Ai Ć leżą z jednćj strony linii BE w jednako- 
wój odległości od jéj końców B i E, przeto leżą w je- 
dnym punkcie (26 wn.); czyli punkt © padł na A i li- 
nia DC przystala do DA (4 Wn. 2); a zatem kąt 
CDB==BDA i linia BD jest prostopadłą do AC (41), 
tudzież DC = DA czyli punkt D jest środkiem linii 
AC (4. Uw.) 4 


45. Tw. odw. Kużdy punkt B prostopadłej BD iiy- 
prowadzonćj ze środka linii AC, jest równo oddało- 
ny odd jej końców, czyli BG BA (fig. 21.) 

Obracając plaszczyznę BD, kładę ją na pł. BDA, linia 
DC padnie na DA, dła równości kątów CDB i BDA 
prostych z założenia, punkt -C padnie na punkt A, 
dla równości linii DC i DA, linie więc BCi BA ma- 
jace w tém polożeniu końce wspólne są sobie równe. 

Wn. Punkl © wzięty nie na prostopadłćj BD wy- 
prowadzonćj ze środka linii AC, nie jesl równo odda- 
lony od końców tej linii,bo połączywszy punkt F z koń- 
cami linii A i C; jedna z nich przetnie prostopadłą 
w punkcie B. Punkt B z dragim końcem C, prostćj AG, 
łączę linią prostą. Linia FB + BC FC (3. wn. 2); 
lecz BC=BA przeto i FB--BA> FC czyli FA > FC. 


46. Tw. Summa kątów przyległych CEF i FED,ro- 
wna się dwom katom prostym (fig. 19). 

Jeżeli kąty CEF i FED nie są sobierówne t. j. pro- 
ste, wtedy z punktu E wyprowadziwszy prostopadłą 
EB, kąt CEF=CEB+-BEF; dodawszy więc po kącie 
FED, mamy CEF+-FED = CEB + BEF4-FED; lecz 
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kąt DEB—=DEF4-FEB, jeśli więc dodamy do obu 
stron po kącie BEC, otrzymamy DEB + BEC = 
DEF+4-FEB+-BEG, Przeto tak kąty przyległe CEF 
FED, jak i dwa kąty proste DEB + BEC, równają się 
sumnie trzech kątów CEB+-BEF+4- FED, a zatem sum- 
ma kątów przyległych równa się dwom kątom pro» 
stym. 

Wn. 1. Summa kątów po sobie idących, ulworzo- 

„ nych z jednéj strony linii prostej, równa się dwóm 
kątom prostym; dla tego żeskłada dwa kąty przyległe. 

Wn. 2. Przedłużenie ' fig. 20.) KL prostopadłćjiK 
jest także prostopadłe do linii GH; summa bowiem ką- 
tów przyległych IKH + HKL równa się dwóm kątom 
prostym, a żelKH jest prosty, przeto i HKL jest prosty; 
dla podobnćj przyczyny kąt LKG jest prosty przeto ró- 
wny kątowi LKH i LK jest prostopadłą do GH (41). 

Wn. 3. Linia prosta dzieli płaszczyznę na dwie 
równe części, gdyż tak z jednéj jaki z drugiej jéj 
strony summa kątów równa się dwom kątom prostym, 
cała zaś plaszczyzna około jednego punktu zapełnia 
się czterema kątami prostemi, tak, że kąt prosty jest 
czwartą częścią plasczyzny. 

Uw. 1. Kąt mniejszy od prostego zowie się ostrym, 
większy żaś od prostego rozwartym, 

Uw. 2. Kąt czyniący z danym kąt prosty zowie się 
jego spełnieniem, Wszystkie kąty proste są sobie 
równe już to podłag Nr. 43, lub jako czwarte części 
płaszczyzn, a które są sobie równe (18); przeto 
jeśli kqly są równe, lo i ich spelnienia są równe, kg- 
ta zaś większego spełnienie jest mniejsze. Kąt czy» 
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niący z danym dwa kąty proste zowie się jego dopeł- 
nieniem. Kątów więc równych dopełnienia są równe, 
kąta zaś większego dopelnienie jest mniejsze. 

Uw. 3, Dlakrótkości, wielkość kąta prostego ozna- 
czymy przez R, dwóch kątów prostych przez I; prze- 
to R wyraża czwartą część płasczyzny T, połowępła- 
szczyzny, 


41, Tw. od. Jeżeli summa dwóch kątów mających 
Jednoramię wspólne, równa się dwóm kąlom prostym, 
to ramiona ich zewnętrzne składają jedną linię pro- 
stą (fig. 19.) 

Zak. CEF+FED=l]. Tw. CE i ED skladają jedną 
linię prostą CD. l 

Gdyby linia ED nie była przedłużeniem prostej CE, 
to przedłużeniem tem byłaby linia EM wtedy; CEF+ 
FED=CEF+FEM; gdyż pierwsze z założenia, dru- 
gie jako przyległe z przypuszczenia zrównają się II. 
Odejmując po kącie wspólnym CEF, mamy FED= 
FEM, co być nie może, a zatem przedłażenie prostćj 
CE nie może być pod linią ED ani. dla podobnćj przy- 
czyny, nad tą linią, więc linia ED jest przedłużeniem 
CD; czyli te dwie linie składają jedną linię prostą. 


48. Tw. Kaly wierzcholkiem przeciwległe BED i 
AEC są sobie równe (fig. 10), 

Kąt BED+ DEA = IL. jako przyległe (46); dla po- 
dobnój przyczyny i kąt CEA ++ AED—=lI, przeto kat 
BED+-DEA=CEA++AED. Odjąwszy po kącie AED 
mamy BED=CEA. 
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49. Tw.odw. Katy rowne BEDi CEA, Mijace wierzi 
chotek Erwspotnyj, ramię jednego ED na przedłużeniu 
rumienia drugiego CE, a dwa inne ramiona z prze. 
ciwnych stron linii pierwszych PERIA są lrąłami 
pr zeciwległemi. (fig 17.) 

Gdyby ramie EA nie było przedłużeniem ramienia 
EB, to przedłażywszy ramię BE do F,kąt BED równał 
by się kątowi CEF, jako przeciwległemu, z założenia 
zaś jest równy kątowi CEA, przeto kąt CEF ró- 
wnałby się kątowi CEA, co bym nie może. 


50. Tw. Z punklu C wziętego nad prostą AB, je- 
dnu tylko prosto padłą CE do téj linii poprowadzić mo- 
żnu (fig. 22 

Jeżeliby można bylo poprowadzić i drugą CF, 
to przedlnżenia ich byłyby także prostopadłe do liż 
nii AB. Obracając plaszczyznę CEF około linii EF, 
gdy położę ją na płaszczyznę ADB, prostopadłe 
CE i EF padną na swoje przedłużenia, dla równości 
kątów prostych (40); lecz że z przypuszczenia prot 
stopadłe schodzą się w jednym punkcie C, więciich 
przedlużenia, schodziłyby się w jednym punkcie D;co 
być nie może, gdyż przez dwa punkta © i D można 
tylko poprowadzić jedną linię prostą (4 wn 2);a za- 
tem z punktu C nie można poprowadzić dwóch pro- 
stopadłych do linii AB. 


Uwaga. % poprzedzających twierdzeń widzimy że 


1. W jednem. tylko położeniu poprzeczna jest jedná 
kowo nachylona do obudwóch przez nią utworzonych 
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odcinków linti (49, 46 wn. 2; 50.) 2. Wtem położe: 


niu poprzeczna jest miejscem wszystkich pnnktów, 
jednakowo oddalonych od końców równych sobie 
odcinków linii (41, 45). 8. Nachylenie się odcinków 
jakiejkolwiek poprzecznćj, do odcinków linii, jest je- 
dnakowe (48). Te własności. poprzecznój odnoszą 
się IEAB do jéj PRANIA: 


- Tw. Jeżeli z punklu A wziętego nad prostą, po- 
pr śr prostopadłą AB, tudzież pochyłe AC; ADi 
AE ło 1. Pr ir AB jestnajkr dtszą ze wszystkich 
pochyłych. 2. Dwie pochyte równo oddalone odspodka 
prostopadłćj są sobie równe. 3. Z dwóch pochyłych la 
jest dłuższą, która jest bardzićj oddałona od spodka 
prostopadłej.(fig. 29.) 

Na dowiedzenie tego przedłużam prostopadłą AB 

tak, aby jéj przedłużenie BF, równało się samćj linii 
AB. Przedłużenie to jest prostopadłe do EB (46 wn. 
2); przetoBE jest prostopadłą wyprowadzoną ześrod- 
ka linii AF. 
* Jo. Połączywszy punkt D z F, linia AD=DF (45). 
Lecz AD+ DF > AB+-BF (8. wn. 2); więci AD > 
AB, gdyż pierwsza jest połową AD+-DF druga zaś 
połową AB+-BF. 

20, Jeżeli BD=BC to i AD=AC, gdyż AB jestpro- 
stopadłą do środka linii DC (45). 

30. AE > AD. Połączywszy punkt Ez F, AE=EFE 
jako mierzące oddalenie punktu prostopadłćj BE od 
końców linii AF, Lecz AE+ EF > AD+ DF, przeto 
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połowa pierwszych jest większa od połowy drugich, 
czyli AE> AD. 

Wn. 1. Prostopadła, jako najkrótsza ze wszystkich 
pochyłych, wskazuje najkrótsze a przeto prawdziwe 
oddalenie punkta A od linii EC. Oddalenie punktu od 
linii, mierzy prostopadła wyprowadzona z lego pun= 
ktu do linii. 

Wn. 2. Dwie tylko pochyłe równe, można popro- 
wadzić z panktu do linii, gdyż linia prosta ma tylko 
jeden środek (4. Uw.) 


52. Tw. gł. Kalom równym odpowiadają łuki ró- 
wne (fig. 23,) 

Posuwam kąt D po płaszczyznie, tak aby punkt D 
padł na A, ramię DF poszło po AC, tedy punki F pa- 
dnie na punkt C, dla równości tych ramion (4 wn. 4) 
Ramię DE przystanie do ramienia AB, dla równości 
kąta D z kątem A, i punkt E padnie na B, dla równo» 
ści ramion DE i AB; a że środki A i D, i końce 
łuków równych promieni FE i BC przystały do siebie 
przeto i łuk FE przystał do BC (25) i jest jemu równy. 

Wn. Gdy kąt GDF > BAC, toi łuk FG > CB; gdyż 
ramię DG po przeniesieniu padnie zewnątrz ramienia 


AB (40) i łuk FG=CH jest większy od luku CB. 


53. Tw. od: Kąty odpowiednie túkom równym są 
sobie równe (fix. 23). 

Posuwam luk EF po płaszczyznie, tak aby środek D 
padł na środek A, i promień DF poszedł po promieniu 
AC; zatem punkt F padnie na punkt C, dla równo- 
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Ści promieni (4: wn: 4), łuk FE przystanie dó CB (25) 


aże łuki te z założenia są sobie równe, przeto i punkt 
„E padnie na B; zatem tamie DE pig na AB i kąt 
D równy kątowiA: ooo 

Wn. Kąt GDF ipii takot GF CB jest 
wiekszy od kąta BAC, gdyż koniec G, łuku GF po 
przeniesieniu padnie za końcem B w punkcie H,atem 
‘samem i ramie DG, padnie w kierunku AH, zewnątrz 
ramienia AB; przeto kąt FDG > CAB. o yw 

54. Tw. gł. Stosunek kątów równa się śtosiinkowi tu- 
ków im odpowiednich (fig. 24). 

Przenosżę łuk DF na AB, żawierasięOń w nim trzy 
razy i pozostaje łuk iB' — DP. Poprowadziwszy pro- 
mienie do punktów g, h, i, kąty ACg, gCh, liCi, są ró- 
wne kątówi DEF (53), kąt zaš iCB mniejszy od DEF 
(53 wn); przeto i kąt DEF zawiera się w kącie ACB 
trzy razy i pozostaje kąt iCB < DEF, przenoszę luk 
iB na DF zawiera się on w nim dwa raży od D dom 
i pozostaje łuk mF <iB;— zalem kąt iCB zawiera się 
w kącie DEF dwa raży i pozostaje kąt mEF <iCB. 
Podobiym sposobem przenosząc tik mi dd iB, to ile 
razy ón będzie się zawierał w iB, tyle faży i katod: 
powiedni łukowi mE, zawierać 'siębydźie w kącie od- 
powiedhim łakowi iB; a zatem stosunek kątów rò: 
wna się stosunkowi łuków odpowiednich (14). 

Wn. 1. Miarą kąta jest kult jem odłpowiedni. Stosu* 
nek kątów równa się stosunkowi odpowiednich luków, 
czyli, kąt zawiera się w kdóie tyle razy ilełuk 6dpo- 
_ wiedńi zawiera się w łuku. Zmierzyć kąt, jest to do- 
wiedzićć się ile razy kąt wzięty za jedność zawiera 

6 
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się w mierzonym kącie;dla zmierzenia więc kąta mierzy- 
my łuk mu odpowiedni, łukiem odpowiednim jedności 
„kąta, i dlatego łuk odpowiedni zowie się miarą kąta- 

Kąt jednak nie jest wielkością jedno-wymiarową, 
gdyż wielkość jego zależy nietylko od długości łuku 
odpowiednego, ale i od długości ramion; a że rå- 
miona, we wszystkich kątach, jako linie proste nieo- 
graniczone są sobie równe (4); przeto kąty, tak jaki 
wszystkie powierzchnie mające jeden wymiar równy, 
są w stosunku drugiego wymiaru, czyli łuku. 

Uw. 1. Tworzenie się kąta jest takie jak ka- 
żdćj powierzchni: odcinek, linii prostćj nieograniczo- 
nćj, mający koniec w środku łuku, posuwając się po 
tym łuku, utworzy kąt. Kąt więc, nieżależnie od pła- 
szczyzny, jest miejscem prostych, bez przerwy po $0- 
bie idących,wychodzących ze środka łuku i przecina- 
jacych się z łukiem, 

Uw. 2. Wyobraziwszy okrąg koła podzielony na sto» 
pnie, minuty sekundy i t. d., jeżelize środka koła po- 
prowadzimy linie do końców pierwszych podziałów, 
t.j. stopnicała płaszczyzna podzieli się na 360 kątów 
równych, jako odpowiednich łukom równym (sto- 
pniom). Każdy więcz tych kątów jest 360tą częścią pła- 
szczyzny; a że wielkość wszystkich płaszczyznjest je- 
dnakowa (18), przeto 360-ta część płaszczyzny ma 
wielkość stałą i kąt tenzowiemy stopniem kąta. Popro- 
wadziwszy promienie do podziałów stopnia okręgu, 
stopień kąta podzieli się na 60 części równych, zwa- 
nych minutami bedących 60-tą częścią stopnia kątowe» 
go, czyli 360 x60—21600-tą częścią płaszczyzny, — 
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Dla podobnćj przyczyny sekunda kąta jest 60-tą częścią 
minuty kąta czyli, 21600 x 60 = 1296000-ną częścią 
płaszczyzny. Porównywając wielkość kąta z całą pła- 
szezyzną zwaną kątem pełnym, będzie on taką czę- 
ścią płaszczyzny, jaką częścią całego okręgu koła 
jest łuk jema odpowiedni; a że jednostki kątów 
mają za łuki odpowiednie, jednostki okręgu koła 
zmniejszające sięo 60 razy, przeto dla zmierzenia 
kąta mierzymy łuk ma odpowiedni, i ile on zawiera 
stopni, minut, sekund i t. d. okręgu, tyle kąt mierzo- 
ny zawiera stopni minut i sekund kąta. Stopnie te 
minuty, sekundy i t. d. tak samo oznaczają się jak 
w łuku, i to niemoże nas w błąd wprowadzić dla te- 
go, że ta wielkość kąta jest wyrażona w jego jedno=, 
ści, jedność zaś jest jednakowego gatunku z mierzoną 
ilością, a przeto jednością w kącie nie jest łuk, ale kąt. 
Kąt prosty jako czwarta część płaszczyzny ma 909, 
ostry mniej, a rozwarty więcćj od 90°. 

Uw. 3. Łuki odpowiednie katom równym, nieró- 
wnych promieni zawierają jednakową liczbę stopni 
it. dz gdyż każdy z nich jest taką częścią okręgu vag 
ła, jaką kąt płaszczyzny; a że kąty równe są jedna- 
kową częścią plłasczyzny, przeto i luki są jednakową 
częścią okręgów kół, czyli zawierają jednakową li- 
czbę stopni i t. d. 

Uw. 4. Linie proste i luki okręgów równych mo- 
gliśmy dodawać, odejmować i mnożyć przez liczbę 
calą; podobne działania odbywać możemy i z kąta-. 
mi, i kąt jest sammą dwóch innych, jeśli łuk ma od- 
powiedni jest summą odpowiednich łaków i t- p. 
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56. Zg. Z punktu D danego na prostej AC wypro- 
wadzić do nićj prostopadłą (fig. 21.) pi 
Odcinam DA=DC, z punkta A promieniem wię- 
kszym od połowy linii AC zakreślam łuk,i tą samą 
otwartością zC przecinam łuk w B. Prosta BD jest 
żądaną; gdyż punkt B, jaka równo oddalony od koń: 
ców linii AC, leży, na prostopadłćj przechodzącćj 
przez środek tój linii, czyli przez punkt leżący na li» 

nii "ch równo oddalony od gońców (44). 


56. Za "PR linię prosłą AG podzielić na dwie 
równe części (fig. 21.) 

Wynajduję dwa punkta Bi E równo addalone od 
końców linii danćj AC, one leżą na linii prostopadlćj 
do AC, przechodzącćj przez jéj srodek szukany 
D. (44). | u 

51 Zg. Z punktu B danego nad prostą, wyprowa- 
dzić do nićj prostopadłą (fig. 21.) 

Znajduję dwa punkta linii AC, jednakowo oddalo- 

4 punkta B, (zakreślając z tego punktu lak prze: 
gk tę linię w punktach Ai C,) punkt jakikol- 
wiek E równo oddalony od Ai C leży z PSE B, 
na szukanéáj prostopadłej, (44.) 


58, Zg. Katdany IDH wyrazić w P: fig. 16) 
Kładę wewnętrzną krawędź liniała przenośnika 
« (34) przy ramieniu DH, a liczba stopni odpowiadają- 
ca ramieniowi DI, ls jest liczbą stopni ta WH PARN 
Wn. i Uw. 2). 
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HD: Zg: Przez punkt duny na proślćj poprowadzić 
prosta pod katem danym. | 
10. Zupomocą cerkla (fig. 23.) Między ramionami 
kąta danego EDF zwierzchołka D zakreślam łuk, tym 
samym promieniem z punktu danego A przy linii da- 
nój AC zakreślam także luk iodcinam na nim luk CB ró- 
wnyłukowi FE (30), —CAB jest kątem żądanym (53.) 
20. Za pomocą węgielnicy z ruchomóm prawidłem 
(fausse-equerre )| fig,25).Węgielnica taka jest to cerkiel 
którego nóżki są liniałami. Roztwieram liniały tak aby 
ich wewnętrzne krawędzie czyniły kąt żądany. Przeno- 
szę jew lém położeniu nóżek na linię daną AB, wewnę- 
trzny brzeg liniału przykładam dotćj linii i posuwam, 
dopóki przecięcie się krawędzi wewnętrznych linia- 
łów nie padnie w punkcie A. Przy dragićj krawędzi 
poprowadzona linia AC czyni z daną AB kat żąda- 
ny (40.) 

Bo, Jeśli kąt dany jest w stopniach (fig. 16.) przy- 
kladam przenośnik iprzy podziale jego, odpowiednim 
danćj liczbie stopni, stawiam pankt K.a kinia DR bę- 
kia ih (54 wn.) 

60. Zg” Przeż punkt dańy C nad ai AB, popro- 
aadzić linia pod kątem danym. (fig. 2 

Ustawiam węgielnicę z ruchomióm shahada pod 
kątem danym, przykładam ją do linii danćj i posu- 
wam dopóki drugie ramię węgielniey, lab liniał bę- 
dący na jego przedłużeniu, nie padnie na punkt dany 
C; linia poprowadzona przy krawędzi tego linialu, 
czyni z linią daną kąt dany. 
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re, Za pomocaprzenośnika (fig. 16.) Przykładam 
przenośnik do linii danćj, tak,aby podział odpowie- 
dnićj liczby stopni padł na punkt dany. Środek prze- 
nośnika jest wierzchołkiem żądanego kąta. 


61. Zt. Prowadzenie prostopadłych w rzemiosłach: 

W rzemioslach, w rysunkach nawetarchitektonicz- 
nych, prostopadłe zazwyczaj prowadzą się za pomo- 
cą węgielnicy rysunkowćj. (équerre), to jest narzę- 
dzia w któróm dwa przyległe boki spotykają się pod 
kątem prostym, Jest kilka rodzajów węgielnic: 

a.) Ciesielska, używana u kamieniarzy, składa się 
z dwóch liniałów żelaznych, spojonych końcami w ten 
sposób, że krawędzie spotykając się tworzą kąty pros, 
ste (fig. 26.) i 

b.) Rysunkowa, deska gładka, jednakowéj grubo- 
ści (fig. 27.) 

c.) Stolarska, z listwą dozwalającą jéj przytykać 
się do dwóch ścian desek. 

Te wszystkie ekierki używają się prawie jednako- 
wym sposobem: przykładając jedną z prostopadłych 
krawędzi do linii, zaś przy drugićj prowadząc linię 
kąt między temi liniami jest prosty, jako równy kąto- 
wi prostemu, Jeśli mamy dany punkt, przez który 
ma przechodzić prostopadła, ramię drugie lub liniał 
przy niem położony, powinno przezeń przechodzić. | 

62. Zi, Sprawdzenie dokładności węgielnicy K 

sunkowéj. ' 

Prowadzi się prostopadła do linii, i jeśli oba kąty 

przystają do kąta ekierki, wtedy te kąty są sobie ró- 
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wne jako równe kątówi ekierki, a tem samem proste 
(41.) a zatómii kąt ekierki jako im równy (40) jest 
także prosty. 


63. Zl. Poziom mularski i jego sprawdzenie (fig30.) 

Linia w którćj kierunku spada swobodnie pada- 
jące ciało, a którćj kierunek oznacza nić z zawieszo- 
nym w końcu ciężarkiem zowie się pionowa, wszel- 
ka linia do niej prostopadła zowie się poziomą, Pła- 
szczyzna zawierająca w sobie linie poziome zowie 
się płaszczyzną poziomą, do którćj sięzbliża powierz. 
chnia spokojnie stojącćj wody. 

W poziomie malarskim (fig. 30) potrzeba ozna- 
czyć linię prostopadłą do nici CD z zawieszonym cię- 
żarkiem, i końce liniałów równych CA i CB, będą le- 
żały na tój linii, wtenczas, gdy nić przechodzi przez 
środek linii AB, czyli przez punkt D liniała EF, (44). 

Dokładność tego narzędzia wymaga, aby dlugość 
ramion była niezmieną. Dla tego końce A i B podbi- 
jają się blachą. 

(Narzędzie to sprawdza się w ten siah 

Na jakimkolwiek liniale IK ustawiam narzędzie i po- 
dnoszę koniec K, dopóki sznurek z ciężarkiem nie 
padnie na wyżłobienie D. W pewnćj odległości usta- 
wiam liniał, patrzę w kierunku liniała AB, i nazna- 
czam odpowiedni punkt G na liniale GH. Potem sta- 
wiam narzędzie przeciwną swoną;— jeśli nić z ciężar= 
kiemnie pada na wyżłobienie D,to poziom jestfałszywy. 
Podnoszę lub zniżam końce liniału K, póki nić nie 
padnie w D; iuważam jaki punktliniału HG jest w kie» 
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runku liniała AB; odległość: zaś jego od puike G, 
oznaczy więlkość fałszywości narzędzia. 


64. Zi. Znałeść różnicę w odległościach punktów 
wziętych na gruncie, od dunego poziomu. (fiz. 28.) 

Najprostsze narzędzia używane w tóm celu są: 

lo. Poziom wodny, Jest'to rurka blaszana po obu 
końcach zakrzywiona pod kąteni prostym w tych koń- 
cach osadzają się rurki szklanne. U spodu rurki bla- 
szanćj w jednakowej odległości od końców; znajdu- 


je się rurka metaliczna, służąca do osadzenia harzę- 


dzia na trójnogu. Linia przechodząca przez powierz- 
chnie wody będącćj w rarkach jest poziomą. 

90, Żerdź biała, podzielona na stopy, cale, linie, 
lub inne jednostki miar Sąólcie Ż tarczą gn 
pół bialą a pół czarną. | BI ai 

Aby oznaczyć różnicę isżądąśi odlęgłościśmi pun- 
któw A i B od linii poziomćj, w jednakowej odległo- 
ści od tych punktów stawiam'poziom wodny w'/Gi 
tarczą naznaczam, na żerdzi stającćj pionowo-w pun= 
kcie A, punkt a, leżący w kierunku linii poziotnćj 
mn;— podział odpowiedni punktowi a wskazuje na 
ile punkt A jest oddalony od linii poziomćj an (51 
Wn. 1.) np. Aa=7 stóp. Ustawiajączerdz w B,znaj+ 
dẹ podobnym sposobem ‘oddalenie punktu Bod 
linii pozoméj mn. Jeśli oddalenie to Bb==2 stóp, to 
różnica między oddaleniami punktów A' i B- od pózio- 
mu jest 5 stóp, czyli punkt A leży o 5'stóp niżej od 
punktu B.—Podobnym sposobem można oznaczyć 6 
ile wyżćj leży punkt C od B; a tóm samćm odA i tdp 
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65. Zk Posuwanie ciała po linii EN w 
ilo linii danej AC. (fig 21.) px 

Jeżeli ciało B chcę posuwać w kicia BD, jey: 
mocowywam do tego ciała dwa sznury równe BA i 
BC, które posuwam po punktach 'A 1 C tak aby się 
skracały jednakowo. 

Jeśli zaś ciało E, należy posuwać w kierunka EB, 
to przytwierdzam do niego dwa drągi których części 
EA i EC, są sobie równe, i posuwam po punktach A 
i C tak aby te części powiększały się jednakowo. 
Wobu razach posuwające się ciało będzie w jedna: 
kowćj odległości od końców linii AC, a przeto znaje 
dować się będzie na linii do nićj prostopadłej. > 

66. Zt. Zmierzyć kąt między y dwoma przedmiotami, 

Linia prosta na gruncie, jest to linia wyobrażalna 
łącząca dwa punkta leżące na gruncie. Jeżeli ź pun 
ktu, zwanego stanowiskiem przedstawiemy sobie dwie 
proste, poziome do dwóch przedmiotów, kąt zawar: 
ty między niemi, zowie się kqtem zawartym między 
dwoma przedmiolami. Kątatego nie można zmierzyć 
czyli zdjąć zapomocą węgielnicy rysankowćj z rucho+ 
móm prawidłem, ani zapomocą przenośnika, gdyż do 
narzędzi, wyobrażalnych jego ramion niemożna przy* 
łożyć tych ale należy ramiona oznaczyć dotykalnie, 
t. j mając wierzchołek oznaczyć po jednym porz 
na ramionach kąta, i 

Jeśli na płaszezyzniepoziomćj (63) Wiekniainy „plamkę 
leżący z punktem stanowiska na jednćj i tejże saméj 
pionowćj, to on zowie się odpowiednim temu > 
towi; potrzeba więc tylko na tćj plaszczyznie ka 
1 
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mćj oznaczyć po jednym punkcie, leżącym na linijach 
łączących pa t Apih stanowisku z przedmio- 
tami, (10 

Kat, airis między firzedźojotatsi można albo wy» 
rysować na płaszczyznie poziomćj, albo wyrazić go 
w stopniach. 

W pierwszym przypadku, w punkcie odpowiednim 
stanowisku wbijamy cienkie ostrze np. igłę, przykła* 
damy do nićj brzeg liniału zwanego Dioptrą, opatrzo- 
nego w końcach pionowemi liniałami. Jeden z tych 
liniałów ma wązki podłużny otwór, z włosem przez 
jego środek przechodzącym, w drugim zaś znajduje 
się szczelina, w takiem położeniu, że włos pierwszego 
liniała leży z nią nad krawędzią liniała dźopiry. Obra- 
camy dioptrę około igły, dopóki włos, szczelina i 
przedmiot nie będą na jednćj linii prostćj(17)awten* 
czas i krawędź dioptry znajdzie się na tejże prostćj, 
tém samém i linia nakreślona przy krawędzi dio- 
ptry. Poprowadziwszy na płaszezyznie poziomej li» 
nie w kieranka obudwóch przedmiotów, nakreślimy 
kąt zawarty między dwoma przedmiotami. 

W drugim przypadku, kiedy chcemy kąt wyrazić 
w stopniach, używamy do tego węgielnicymierniczej 
zrachomem prawidłem (60), którćj dwaliniałyopatrzo= 
ne są dioptrami. Linie odpowiednie dioptrom, przeci- 
nają się w punkcie obrotu liniałów, drugie zaś ich 
punkta oznaczają się na tych liniałach strzalkami. Pra- 
widło nieruchome przechodzi przez zero przenośnika 
mającego środek w punkcie obrotu prawidła ruchome- 
go. Narzędzie to zowie się kqtomiarem( Graphometre.) 
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Jeśli postawimy narzędzie poziomo i pankt obrotu 
zgodzimy ze stanowiskiem a prawidło nieruchome 
z jednym, ruchome zaś z drugim przedmiotem, to 
strzałka ruchomego prawidła wskaże na przenośnika 
liczbę stopni mierzonego kąta, gdyż strzałki leżą na 
jego ramionach. 


61. Zt. Do ustawienia płaszcz) yzny poziomo słu- 
ży Libella t. j. rurka szklanna, ` nieco wypukła, umie- 
szczona na podstawie. Rurka ta napełnia się wodą, 
zostawując nieco powietrza, i zatyka się szczelnie 
z obu końców. 

Powierzchnia wody jest płaszczyzną poziomą (63), 
przeto gdy podstawka Libelli leży na płaszczyznie po- 
zioméj, to powierzchnia wody jest do nićj równole- 
głą, a przeto „powietrze znajduje się pośrodku rurki 
wypukłej. 


68. Zł. Bussola. Jest to czworograniasta pusz- 
ka z igłą magnesową, mającą kierunek zbliżony do 
północno-południowego. Jeśli prawidło nieruchome 
zgodzimy z kierunkiem igły magnesowćj, to ruchome 
oznaczy kąt zawarty między przedmiotem a kierun- 
kiem igły magnesowćj. Gdy z jednego stanowiska 
zdejmujemy kilka takich kątów, to bussola pokaże 
nam, czy narzędzie nie zostało zruszone w Czasie ro- 
boty, gdyż wtedy igła magnesowa jako mająca stałe. 
położenie nie będzie w kierunku zruszonego nieru- 
chomego prawidła. Er l 
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$. Il. Dwie linie proste nieograniczone uważane ze 
wspólną ich poprzeczną. 


69, Dwie linie proste, nieograniczone, leżące na 
jednćj płaszczyznie, albo mają jeden punkt wspólny 
(4 wn. 2), czyli przecinają się; albo też niemają ża- 
dnego punktu wspólnego czyli nieprzecinają się. 

Jeśli obracamy jedną. z przecinających się około 
punktu przecięcia, to oba jéj końce naprzód zbliżają się 
do drugiéj iprzystaną do niéj, a następnie znowu linie 
staną się przecinającemi. Przejście z przecinania się 
do przecinania się zowie się stycznością, przeto przy- 
stawanie linii prostych jest ich stycznością, czyli /i- 
nia prosta jest , styczną względem samej giebie. 

Linie sąrownoległe wtenczas, gdy punkta jednej linii 
znajdują się w jednakowej odległości odlinii drugićj, a 
zatem równoleglość jest tylko szczególnym przypad- 
kiem nieprzecinania się, 


10. Jeśli uważać będziemy na płaszczyznie dwie 
proste ze wspólną poprzeczną, spostrzeżemy, że ka- 
żda tworzy cztery kąty, będące dwoma parami przy- 
ległych, lab dwoma przeciwległych. Ośm tych ką- 
tów względem poprzecznćj, są albo jednostronne al- 
bo naprzemianiegłe, to jest: po dwa brane leżą z je- 
dnój,lubz przeciwnych stron poprzecznćj. Kąty tych 
dwóch rodzajów, mogą być trojakie: a) wewnetrzne 
b) zewnętrzne i c) odpowiednie, podlag tego czy oba 
leżą wewnątrz, zewnątrz albo jeden wewnątrz a dru- 
gi zewnątrz linji przęz poprzeczną przeciętych, Zka» 


www.rcin.org.pl 


58 


żdćj strony linji są dwa kąty, przeto kątów. tak/we- 
wnętrznych jako i zewnętrznych są dwie pary; odpo- 
wiednich zaś jako łączących po dwa, wszystkie ośm 
kątów, są cztery pary. —I tak (fig: 31 lab 32). 

A) Kąty jednostronne, a) wewnętrzne: 1) AHJ 
z HJC, 2) BHJ z HJD; b) zewnętrzne: 1) FHA z CJG, 
2) FHB z DJG; c) odpowiednie: zewnętrzne wzgłę- 
dem AB z wewnętrznemi względem CD, 1) AHE z CJH, 
2) FHB z HID; — wewnętrzne względem AB z ze- 
wnętrznemi względem CD, 3) AHJ z CJG, 4) BHJ 
z DJG. 

B) Kąty naprzemianiegłe: a) wewnętrzne” 1) AHJ 
z HJD; 2) BHJ z HJC: 5) zewnętrzne: 1) FHA z DJG; 
2) FHB z CJG, c) odpowiednie: zewnętrzne wzglę- 
dem AB zwewnętrznemi względem CD, 1) FHA z HJD, 
2.) FHB z HJC, — wewnętrzne względem AB z ze- 
wnętrznemi względem CD 3) AHJ z DJG, 4) BHJ 
z CJG. W każdym więc rodzaju kątów jestośm par, 
į one stanowią 16 warunków przecinania się, lubnie- 
przecinania się dwóch linji prostych. 

TL Tw, Kąty jednosironne, wewnętrzne, zewnę- 
trzne i naprzemianiegłe odpowiednie mają tę wła- 
sność, że każda para jednych z parą drugich, czyni 
cztery kąty proste (fig. 31 lub 32). 

Kąt wewnętrzny AHJ z zewnętrznym AHF, jako 
przyległe względem poprzecznćj FG, utworzone przez 
linię AH, spełniają się do dwóch kątów prostych;— 
dla podobnćj przyczyny, drugi kąt wewnętrzny HJC, 
z drugim zewnętrznym CJG, spełniają się także do 
dwóch kątów prostych; przeto kąty wewnętrzne AHJ 
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-HJC z zewnętrznemi AHF-ECJG czynią cztery ką- 
ty proste, Podobnie kąty wewnętrzne AHJ -HJC 
z naprzemianległemi odpowiedniemi FHA + HJD są ró- 
wne 2 Il, — bo AHJ zFHA, równie jak HJC z HJD są 
kątami spełnienia (46). Własność ta służy dla wszy- 
stkich kątów tych trzech gatanków, gdyż tak jedno- 
stronne zewnętrzne AHF, CJG, jak i naprzemianległe 
odpowiednie AHF, HJD równają się drugićj parze we- 
wnętrznych BHJ, HJD (48), która w ich miejsce może 
być wzięta. 

Uw. Te trzy gatunki kątów, jako mające jednako- 
wy charakter; ı nazwiemy pierwszą grupą kątów utwo- 
rzonych przez poprzeczną z dwoma liniami prostemi 
na płaszczyznie. 

Wn. Ponieważ jedna para kątów pierwszćj grupy 
z drugą parą czyni cztery kąty proste, przeto jeśli 
jedna para równa się dwóm kątom prostym, to ika- 
żda z pozostałych równa się także dwóm kątom pro- 
stym, —tudzież jeśli jedna para nie równa się dwóm 
kątom prostym, to i każda z pozostałych także nieró- 
wna się dwom kątom prostym. Tak więcpierwsza gru- 
pa kątów daje albo ośm równości, albo też ośm nieró- 
wności, podług tego czy mamy jedną równość lub 
nierówność. | 

T2. Kąty naprzemianiegłe wewnętrzne, zewnętrzne 
i jednostronne odpowiednie, mają tę własność, że je- 
śli kąty jednćj pary są sobie równe, to i kąty każdej 
z pozostałych par są także sobie równe; jeśli zaś ką- 
ty jednćj pary są nierówne, to i w pozostałych pa- 
rach są nierówne (fig 31 lub 32). 
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i: Kąty jednostronne odpowiednie FHA i HJC, dopel- 
niają drogą parę jednostronnych odpowiednich FHB 
i HJD, tudzież AHJi CJG, zaś względem BHJi DJGkąty 
FHA i HJC są przeciwległe, przeto gdy kąty jedno- 
stronne odpowiednie jednćj pary są sobie równe 
albo nierówne: to takiemiż są i kąty pozostałych par. 
, Kąty naprzemianległe BHJ, HIC pojedynczo wzięte 
równają się jednostronnym odpowiednim FHA i HJC, 
gdyż BHJ z FHAsą przeciwległe, podobnie AHJ+- 
HJD—=FHB +-HJD; a zewnętrzne GID ++ AHF—=CJH + 
AHF i GICĄ BHF—DJH + BHF zatćm taż sama wła- 
sność ściąga się i do kątów naprzemianległych. 

. Kąty jednostronne odpowiednie, tudzież na- 
przemianległe, wewnętrzne i zewnętrzne jako mają- 
ace jedną własność, nazwiemy drugą grupą. 
© Ta grupa daje albo ośm równości, albo ośm nie- 
równości, podług tego, czy kąty jednćj jéj pary są 
sobie równe lub nierówne. 


78. Tw. Jeśli kąty jednostronne-wewnętrzne speł- 
niają sie, to jednostironne-odpowiednie są sobie ro- 
wne; jeśli zaś wewnętrzne nie spełniają się, to i od- 
powiednie nie są równe (fig. 31 lub 32). 

lo Zk. że "o AHJ -+ HJCIL Tw. że kąt FHA—= 
HJC. 

Kąt FHA -+AHJ=II jako przyległe, z żałśćnia zaś 
kąt AHJ-+ HICTI, przeto FHA-+ AHJ=AHJ-+-HJC. 
Od tych ilości równych odjąwszy kąt AHJ, powa. 
nie FHA=HJC. 
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20 Zk. że kąt AI 4. HJC nie==Tl. Twier. kąt 
FHA nie=HJC. e 

Kąt FHA FAHJSII, z założenia mamy kąt AHJA 
HJC nie=ll, przeto kąt FHA-FAHJ nie=kątowi AHJ 
-+HJC. Od tych nierównych kątów odejmując kąt 
AHJ, pozostaną reszty nierówne kąt FHA nie==kąto- 
wi HJC. j 

Wn. Ponieważ kąty, tak pierwszćj jako i drugićj 
grupy, dają ośm równości albo ośm nierówności, 
podług tego czy jedna równość lub niarówność ma 
miejsce (11 Wn. i 72 Uw.), przeto jeśli kąty którćj. 
kolwiek pary pierwszćj grupy są kątami spełnienia, 
albo też niespelniają się, to kąty w każdćj parze dru- 
gićj grupy są sobie równe lub nierówne, A zalem ką: 
ty ulworzone przez poprzeczną dają albo 16 równo» 
ści, albo 16 nierówności, podług tego, czy pierwsza 
grupa daje jedną równość lub nierówność. 

14. Tw. odw. Jeśli z kąłów jednostronnych, od. 
powiednie są sobie równe, to wewnęlrzne spelniują 
się do dwóch kątów prostych; jeśli zaś odpowiednie 
nie sąrówne, lo i wewnęlrzne nie spełniają się do 
do dwóch prostych. 

Zak. FHA=HJC, Tw. AHJ--HJC=I. 

Kąt FHA-+AHJ=II jako przyległe, aże kąt FHA—= 
HJC z założenia, przeto zamiast FHA biorąc HJG, 
mamy kąt HJC+-AHJ=H. 

Zak. FHA nies=HJC; Tw. AHJ+-HJC nie—=T[. 

Kąt AHF+-AHJ=II, biorąc więc zamiast kąta AHF 
kąt nierówny jemu HJC, otrzymamy kąt HIC+AHJ 
nie =lI. 
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„aKąty utworzone przez poprzeczną dają 16 równo: 
ża lub nierówności,„podług tego, czy ahaa? 
daje jedną równość lub nierówność. 

Uw.) Z poprzedzających dwóch oki widzi: 
my: że katy ulworżone przez poprzeczną dwóch linji 
prostych, na płaszczyźnie, dają zawsze,albo 16 3d- 
wności, albo 16 nierówności, podług tego czy jedna | 
a Aoność lub nierówność ma Htt idh bodla 

115. Tw. Dwie aTadla czyniące. z Potirżacną! kąty 
jednostronne odpowiednie nierówne, przecinają sie 
z tćj strony poprzecznej, ż której kątzewnętrzny wię: 
kszy od wewnętrznego. (fig. 31). JH | 

Niech poprzeczna FG przecina: dwie linie pòste 
nieograniczone AB i CD:—Zk: kąt DIG > BHG. Tw. 
Jinia AB przecina CD mad poprzeczną FG, l 

Ponieważ kąty jednostronne BHG i DIG. tóają po: ` 
jednëm ramieniu HG i JG na poprzecznćj FG, a dru: 
gie ich dwa ramiona HBiJD, znajdują się nad poprze- 
czną FG; przeto: jeśliby ramię HB kąta wewnętrzne- 
go BHG nie przecinało, czyli nie wychodziło: za 'ra- 
mie JD kąta zewnętrznego DJG, to kąt BHG obejmu: 
jac kąt DJG niebyłby ód niego mniejszy; coby się 
sprzeciwiało założeniu. 

Kąty GJCi GHA leżące z drugićj strony poprzecz: 
nój FG, są spelnieniami kątów GJD i GHB; przeto u 
spodu poprzecznćj, kąt zewnętrzny GIO, jest mniej- 
szy od wewnętrznego GHA, a proste rozchodzą się: 


16. Tw. od. Dwie prosle przecinające się uważa: 
s 
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ne s poprzeczną, czynią kąty jednostronne:odpowie- 
dnie nierówne —tak, że od strony przecżęcia się, kąt 
zewnętrzny większy od wewnętrznego. (fig. 31. ye 

* Kąt zewnętrzny GJD, więcćj płaszczyzną HEJ ogra- 
nieri odcinkami trzech przecinających się, równa 
się kątowi wewnętrznemu. GHB. więcćj kątem BED, 
jako części składające jedną płaszczyznę DEBHG. 
Jeżeli od dwóch ilości równych DJG++pl. HEJ=GHB 
+-BED odejmiemy ilości nierówne: z pierwszćj stro- 
ny pł. HEJ, zaś z drugićj kąt BED, jako róway kąto- 
wi AEC (48), większy od tćj płaszczyżny, będącćj 
"częścią kąla AEC, zostanie kąt DIG większy od 
kąta GHB; bośmy mnićj odjęli z dych Bafe 

z dragićj strony. *) 

" Wn. Nierówność kątów jednostronnych PETA 
dnich, pociąga za sobą wszystkie 16 nierówności (74. 
Uw.); przeto linie proste przecinają się, gdy klóre- 
kolwiek z kątów jednostronnych- wewnętrznych; ze- 
wnętrznych; równie: jak i naprzemianległych-odpo- 
wiednich nie spełniają się do dwóch kątów prostych 
lub też olka z kątów aapisen nlagay: -wę- 


: u») Dla okazania tego n Lwierdzenie: żę „jakkolwiek 
małymi byłby kąt, zawsze on zawiera'się w płaszczy znie tyl- 
ko ograuiczoną liczbę razy; a iaslępuie że płaszczy zan ogi- 
niczona zawsze jest muiejsza od kąta; jak Vinceit % Co- 

ais de Geometrie, adoptó par L'Universitć No'69 194. Dru- 

ogiego wydania. Lecz jeśli płaszczyzna podzielnną zastanie 
na nieskończenie wielką ligabg części, rów ny ch, przez linie 
wychodzące z punktu na niej wzięte go, a "nawet na nieskoń- 
czoną liczbę części, to te będą kątami, waw iecajątwni się 
Ograniczoną liczbę razy w płaszczyznie. 
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wnętrznych i zewnętrznych, lab jednostronnych od- 

powńednich; są sobie tięrówne i iodwrotne. © <1) 
ADU TARA aje 

11. Tw. Dwie ków, czyniące? poprzeczną kąty 
jednostronne odpowiednie równe, nie wb pi Się 
(fig. 32.) aoig let 

Jeśliby te proste pesid się z zabi ż którejkol- 
wiek strony poprzecznej, to kąty jednostronne były 
by nierówne, coby się sprzeciwiało założeniu. +. 

78. Tw. od Dwie proste nieprzecinająće sie eżjnią 
kąty jednostronne odpowiednie równe: swai AT) 

Gdyby kąt zewnętrzny nie był równy wewnętrz- 
nemus to byłby od niego albo większy, albo mniej- 
szy,—w obu razach proste przecięłyby się z tćjstro- 
ny poprzecznej, z którćj kąt zewnętrzny większy od 
wewnętrznego (15), coby się sprzeciwiało założeniu. 

Wa. 1. Równość kątów jednostronnych odpowie- 
dnich pociąga za sobą równość kątów naprzemianle« 
głych-wewnętrznych i zewnętrznych; tudzież spełnia- 
nie się jednostronnyzh wewnętrznych i zewnętrznych, 
równie jak i naprzemianległych odpowiednich;—ana* 
wet wynika z każdej z tych równości (74. Uw.)— 
przeto; warunkiem nieprzecinania się prostych jest 
każda z pow yższych szesnaslu równości, i nawzajem, 
linie równoległe dają szesnaście równości. 

Wn. 2. Dwie proste AB i CD nieprzecinające się 
z trzecią KL (fig. 32.) nie przecinają się z sobą, gdyż 
kąty FHB i FJD jako równe kątowi FML (33), Są 80* 
bie równe; a zatem proste nieprzecinają się (11). 
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Wn 38. Proste EG i HF, prostopadłe do trzecićj CD 
(fig, 33.) nieprzecinają się; gdyż czynią kąty jedno= 
stronne DHF i DGE, równe, jako proste. 

Wn. 4. Prosta HF nie przecinająca się:z prosto- 
padłą EG sama jest prostopadłą, gdyż kąt DHP pe 
równy kątowi DGE jest prosty. i 

Wnr. Prostopadła QD do jednéj z pieprtóżika- 
jących się GE, jest prostopadła'i do drugićj FH; dla 
równości kątów DHF i DGE, z których: drugi jest 
prostym. 

Wm. 6. Przez punkt H; (fig. 32.) dany nai prostą 
CD. jedna tylko nieprzecinująca ją kinia prosta AB 
przechodzić może; w przeciwnym razie kąt jedno- 
stronny HJD równałby się każdemu z'odpowiednich 
mù kątów FHB i FHP nierównych sobie: © ~ 
Do Wn. 1. Pochyła FH (fig. 32.) do jednój z hipin 
cinających się AB, jest pochyłą i do innych CD'i KL. 
przez: pankt bowiem H, jedna tyłko linia ABnieprze- 
cinająca się ź dwoma intnetni nieprzecinającemi się 
CDiKE przechodzić” może (Wn.6.) przeto linia FH 
rzecina linie CD i KŁ,Przytem linia FH jest do nich 
pochyłą, gdyż kąty FHB, FID, FML są sobie równe 
(TS); że zaś kąt FHB nie jest prosty z żałożeni, z zá; 
tem takiemi są i kąty FID i FML. *) 
Wn. 8. Prostopadłe (fig. 31.) HL i MI do Pw 


zza 

„9 Podług tego wniosku pochyła HN do AB nie przpola ającój się 

z CD, przecina CD, co stanowi twierdzenie: że kąt AHN, Jest 

~ większy od płaszczyzny AHIC kj między ranen 
ległemi AHi JC: 
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najacych się AB. i CD, same się przócinają, gdyż kai ` 
żdy z kątów jednostronnych wewnętrznych ŁHJ i 
MJH, utworzonych przeż poprzeczną HJ łączącą ich 
spodki, jest mniejszy od kąta prostego; a zalem kąt 
ty te LHJ i MIH RAKA się ię zyc kątów 
prostych © w 4 WWI 
Wn. 9. Katy majace ei nieprzecinające się 
skierowane wjedną lub przeciwne strony, Sa sobie 
równe; kąty zaś mające parę ramion skierowańych 
w jedną, zaś druga parę w przeciwne stany wstęgi 
ję się do dwóch kątów prostych (fig. 34). Je i 
u) ABC=FED, gdyż każdy znich równa się ką: 
towi EGB, jako naj rzemianiegłe wewnętrzne, pier- 
wszy zgłędom ramienia AB, drugi zaś kolec! EG. 


$ -B ABG= HEK, ho każdy z ni nich równy kątowi 


l Le), ABC E= zdyź kąt ABC=FED (46). 
ijn Wa, 10., Kaly, Ry ge wier 'zehołek wspólny (lig, 
36, Je a ramiona: AOZ GO i BO, 2 DO proslopadłe są 
sobie, równe, ddy, jedenz tych kątów lub jemu . prze- 
ciwie: gły 1 mie obejmuje drugiego: w PELNA rażie 
spelniaja se niibi H śnią i | ob 1 
i na) AOB==DOC, jek onecnhi: podcaicki. 4 „ódjęcia hy 
ta .BOC 0d, kątów, prostych! AOC 1BOD,. Ry M 
b) 'AOB+4-CQd-]l, gdyż kąt AOBECOD. 
"Kąty więc gakiekotwiób; mające ramiońha probe. 
dle, albo są równe; albo spełniają się, podług tego, 
czy przez wierżchołek jednego'z nich poprowadzo+ 
‘hè nieprzecinającesię do ramion drugiego kąta; będąc 
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prostopadłemi(Wn.4. jawnie kąty równe lub speł- 
nienia. 

| Podobnym sposobem E REER o A że własność 
ta słaży idla: kątów, w których ramiona jednego są 
jednakowo nachylone do ramion.drugiego kąta. 

19. Tw. Dwieprostenieprzecinające się są wzgłę: 
dem siebie równoległe, czyli punkta jednćj sąjedna- 
kowo oddałone od prostéj drugiej. (fig. 88.) 
© Biorę dowolne dwa punkta E i F na jednćj z-nie- 
przecinających się AB, iz tych punktów, równie jak 
ze środka prostćj niemi ograniczonćj EF, wyprowa- 
dzam FH, JK i EG prostopadle do, CD, a mam do- 
wieść: że prostopadłe. FH i EG są sobie równe. 

Uważam że prostopadłe FH, JK i EG, są zarazem 
prostopadle do obu nieprzecinających się (18, Wn. 5.) 
Obracam płaszczyznę BIKD około prostopadłej JK i 
kładę ją na płaszczyznę AJKC, zatem odcinek JF 
przystanie do odcinka JE, HK do KG dla równości 
kątów prostych FJK z KJE, tudzież HKJ zJKG, punkt 
F padnie na E dla równości JE z JE; prostopadła FIT 
przystanie do prostopadłej EG, dla równości kątów 
prostych F TE; a że prosta KH przystała do KGi 
FH do EG, przeto i punkt H padł na punkt G, gdyż 
proste KG i EG, z któremi zlewają się proste KH i 
FH, przecinają się w jednym tylko punkcie. Przeto 
prostopadłe FH EG, z dowolnych punktów wypro- 
wadzone, są sobie rówńe, czyliże dwa dowolne punkta 
jednćj linii, są jednakowo oddalone od drugićj nie- 
przecinającój się. Wszystkie więc punkta linji AB, ja- 
ko jednakowo z punktem E oddalone od łiniji CD 
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są w równćj odległości od tćj linji; a zatóm linie pro: 
= nieprzecinające się są cc siebie” rówiioć 
leglo i UM m 1,01 „0 a 

Wn. 1. Z punkta, feiga nad linią" prostą, je: 
dną tylko nieprzecinającą poprowadzić można (is 
Wn. 6), przeto: mie może być niebrzeciającj sig, 
którdby mie bjta róibnołegłą. . i 
"Wn. 2. Linia prosta równolegla do. drugićj. „jest 
miejscem Wszy ystkich ZEK jednakowo "PRRRGAAK 
od tej linji. ca 

Punkta A i E leżą, na AE bory esy w CD, Por 
trzeba „dowieść, że punkt jakikolwiek F jednakowo ` 
z niemi oddalony od prostćj CD, leży na „równole- 
gléj AE. 
o Pankta E i F łączę prostą EF, ze środka GH wy- 
prowadzam KJ prostopadłą do CD. Obracam JFHK 
około JK i kladę na pł. EJKG, wtedy KH przystanie 
do KG, FH do EG'i punkt FE padnie na E; gdyż pno- 
stopadłe, Fili i EGsą. „równe z założenia, przeto” JF 
padło na JE, a kąty przy J. przystające i przylegle są 
proste; linia więc EF jest równoległą do CD, hakar 
ty jednostronne wewnętrzne, Ji Koba proste, speł- 
niają się do IlL.—deśliby, linia EF, nie zlewałasię z lis 
nią AE, to z punkta. E dwie równoległe EFiAE,czy+ 
li nieprzecinające, się z.CD, poprowadzićby możńń, 
Dla podobnćj przyczyny wszystkie punkta z pańklem 
E jednakowo oddalone od linji CD, leżą na Ndnój 
równoległćj do tćj linji. foq 

Uw. Jeżelikat FHB, Me 32); igo a 
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płaszczęznie, tak, aby ramie jego FH, posuwałó'się po 
linii FG, gdy wierzchołek ;H padnie na wierzchołek 
I kąta HID, to i ramie HB, przystanie do ramienia 
ID, gdyż ono: posuwając się nieprzestało być równo- 
ległem (17) czyli wszystkie jego punkta są jednakowo 
oddalone od linii CD (79 „Wn. 2); zalém, gdy jeden 
punkt H padł na linię CD, to i wszystkie punkta, pa: 
dną na tą linię. Kąty więc FHB i FJD są sobie; ró- 
wne (40), gdyż ramiona ich przystają do siebie we 
wszystkich punktach, kąt więc FHB nie jest czę- 
ścią kąta FJD, lecz každy z nich jest jednakową czę- 
ścią śwojćj plaszezyzny t. j. płaszczyzny dwóch zbie: 
gających się FH z HB i FI z ID, które SĄ sobie ró. 
wne (15). 0) ve m POCZ ik tą 
80. Tw. Summa trzech kątów EHJ, LIE, JEH, 2a- 
wartych między ograniczonemi odcinkami WE, EJ, 
JH dwóch przecinających się AB, DC i poprzecznej 
FG, równa się dwóm kqlom prostym. (lig. 31)” 9P 
Na dowiedzenie tego przez punkt J prowadzę JN, 
równoległą do AB. Kąt HEJ-=EJN jako kątynaprze: 
miańległe wewnętrzne, dwóch równoległych AB'JN 
względem poprzecznój DQ (78 Wn. 1.), kąt ÈHJ= 
NJG, jako jednostronne odpowiednie tych samych 
równoległych, względem poprzecznej FG—przefo kąt 
HEJ++EHJ=EJN--NIG; — a że summa dwóch drut 
gich kątów EJN+-NJG z kątem EJH spełnia się dó 
I, (46 Wn. 1.), zatem i simma pierwszych z tymże 
kątem EJH, spełnia się także doll, gdyż summa pier: 
wszych, za summę drugich, może być wziętą. = ` 


www.rcin.org.pl 


65 


a Wn. 1. Kąt zewnętrzny EJG. równa, się summie 
dwóch kątów wewnętrznych. IBRA i HEJ jemu nie: 
przyległych. 

Wn. 2. Jeśli jeden ż kata Oda ol JHE, 
HEJ i EJH, jest prosty lub, rozwarty, to dwa inne 
kąty są ostre; gdyż summa ich jest PAWIA, lub mniej- 
sza od kąta prostėgov i, 
| "Wn. 8. Mając dwa kąty weienętrzne, SA summę 
teh odejmiemy od dwóch kątów prostych, otrzymamy 
kąt rzeci, 


81. Zg. Przez punkt dany nad linią poprowadzić 
do nićj równoległą. 

lo. Na zasadzie No 79, Wn. 2(fig. 38), Z punktu da- 
nego E prowadzę prostopadłą EG, i odcinam na do- 
wolnćj prostopadłćj HF do linii danéj CD, część HF—= 
GE, a linia EF jest żądaną, 

2. Na zasadzie No. 17, (ig. 32.) Przez punkt da- 
ny.H prowadzę HJ przecinającą linię daną CD, iprzy 
punkcie H kreślę kąt EHB—HJD (59), a linia HB 
jest żądaną. 

Na pw Wn. 1. No. 18, Kreślę kąt JHA=HJD 
zakreślając dla pierwszego łuk z punktu H, promie- 
niem HJ, zaś dla drugiego z J promieniem HJ. 

80, Zu PAG węgielnicy rysunkowćj (61.) 
(fig. 36.) 

rpa węgielnicę największą jéj stroną do li- 
nii danćj AB. zaś przy drugićj stronie przykładam li- 
niał i węgiejnicę z liniałem posuwam po linii danćj 
Ab; dopóki brzeg liniała nie padnie na pa dany 
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66 
C;— wtedy nie raszająe liniała, posuwam po' jego 
krawędzi. węgielnicę, aż póki największy jéj bok 
nie podbić na punkt €;—bok ten, a tém samem linią 
przy nim nakreślona jest równoległa do linii danćj, 
gdyż czynią z krawędzią liniała kąty jedńostronńe 
odpowiednie równe sobie, jako równe kątowi wę- 
gielnicy. Sposób ten nie zależy od dokładności: wę: 
gielnicy. To' samo można askutecznić innym spóso- 
bem (fig. 37): przykładam krawędź jednćój węgielni- 
cy ACB do linii danćj EF, i do największćj krawędzi 
AB przykładam największą krawędzią drugą, jéj równą, 
węgielnicę ADB. Krawędzie AC DB są równolegle, 
dla równości kątów CAB i ABD, jako należących do 
równych węgielnie. Posuwam węgielnieę ADB! po 
krawędzi ABaż krawędź DB padnie na punkt dany, a 
linia przy nićj nakreślońia jest żądaną. Ten; sposób 
zależy od równości węgielnie, i fańntej Wymaga, w (ug 
wy od poprzedzającego. i 
 Obadwa te sposoby korzystnie używają się przy 
prowadzeniu wielu równoleglych do linii ar 
iai 
"82. Zę. Z punktt danego nad” prostą, 'poprdioa- 
siatą likiię pod kątem danym (fig. 32.) 000 
Przez punkt dany H prowadzę równołeglą | AB do 
linii danćj CD (81), i przy punkcie H linii AB, kreślę 
kąt FHB, równy danemu (59). Linia FH jest żądaną 
gdyż przechodzi przez punktH i czyni 2 linią GDikąt 
FJD, który jako równy M FHB ge 0, 
kątówi danemu. ETU NETTER 
Albo jeśli do linii FG mamy pęprodradzii ipiis 
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punktB linię pod kątem danym, to przez pankt dowol- 
ny wzięty na Aćj linii, prowadzimy, linia ID. czys 
niącą z linią daną kąt dany DIF, zaś przez piski. daz 
ny B prowadzimy iró wnolegty) a gu Katy 
jo Bsa sobie seinasti | margal 
, i ; (11 i GH 
-83. ZA, ir odióaiacię deny aoprowadoki na gru 
cie linię równoległą do linii danej. A 
le. Jeżeli grunt jest równy, można prowadzić: ix 
nię równoległą tak, jak w rysanku (SI, 1a, 20); łuki 
się kreśląza pomocą sznura (29), i dosłatecznem jest 
wyznaczyć ich końce. Lecz błąd popełniony  wielcé 
wpływa na położenie linii, przeto tego sposobu uży» 
wać móżba tylko przy: hieer Had niewielkiój: 
długości. jmisbewo? 
'2e. Jeśli re: jest nibon, to łuk nakreślóny: 
nie leży na płaszczyznie (fig. 32.), a przeto nie jest 
lukiem okręgu koła (22). Postępując podług sposo= 
bów podanych w No8ł doprowadzenia linii nachy« 
lonych pod kątem żądanym, używamy narzędzi stù») 
żących do zdejmowania kąta na gruncie (66), i zdją* 
wszyz punktu I linivdanćj CD, kąt HJD zawarty między 
punktem *danym Ha ponkiem tój Knii D; z punkta 
danego H jako ze stanowiska, wytykamy za pomocą 
tego narzędzia linię HB, czyniącą kąt JHB dopełnia: 
Jący kąt MJD do Hl; t.j. ustawiwszy nieruchome: 
prawidło w kierunku linii HJ ustawiamy ruchome” 
wzgłędem pierwszego pod kątem JHB, i w tym kie+- 
runku wytykamy linię prostą HB i ta jest żądaną. > ' 
"8/W braku narzędzi, do zdejmowania kąta na grun= 
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cie, prowadzi się równoległa zapomocą dwóch żer: 
dzi, przecinających się pod jakimkolwiek kątem (fig, 
38).  Ustawiam kół z przecinającemi się żerdziami 
CA i CB na linii danej CD (fig. 32,) w ponkcie I, tak 
aby w poziomem położeniu jedna z nich CA, padała 
na linię JD, a druga CB na linię JH przechodzącą przez 
ponkt dany H; następnie w punkcie H ustawia się na- 
rzędzie, żerdz CA zgadza się z HJ a linia HA wy- 
tknięta w kierunku żerdzi BC, jest żądaną. 

4,. Za pomocą węgłelnicy t; j dwóch prawideł (linia= 
łów) przecinających się pad kątem prostym, prowa- 
dzi się linia równoległa do danćj, a/bo używając 'jój 
podobnie jak poprzedzającego narzędzia, tak,aby kat 
zdejmowany (fig- 33), HGE i kat GEA pod którym 
prowadzimy linię, były brane między temi samemi lit 
niałami;—>wtedy błąd narzędzia nie wpływa ha wypro- 
wadzoną linię EA, gdyż kąty HGE i GEA jakorówne 
kątowi zawartemu między temi prawidłami są sobie ró- 
wne, albo prowadzimy dwierówne prostopadłe jedną 
GE przechodzącą przez punkt dany E, drugą zaś jójró+ 
wną dowolną HF; końce ich E i F leżą na żądanćj linii 
(79 Wn.2). Przytem dwie ostróżności zachować należy: 
1) aby odleglość między prostopadłemi była jak naj- 
większa, gdyż wtedy niedokładność w mierzeniu pro+ 
stopadłych mnićj wpływa na jednakowość oddalenia 
punktów linii EF od linii CD; 2) aby linie GE i FH były 
prowadzone podług jednego i tegoż samego kąla wę- 
gielnicy t j: aby kąty DHF i HGE; były równe jednema 
i temużsamema kątowi węgielnicy, gdyż wtedy, jeśli 
dla niedokładności narzędzia kąty DHF i DGE nie będą 
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proste, to przynajmnićj będą równe, a linie HF i GE 
równoległe; co jak zobaczymy nie pociąga za sobą 
błędu. 

5w. Zapomocą Bussoli (68). (fig. 39). Ustawiam 
narzędzie w punkcie A, i uważam jaki kąt z igłą mae 
gnesową NM czyni liniał zgadzający się z linią daną 
AB; ustawiam narzędzie w punkcie danym C, i po: 
dług liniała, taki sam kąt zigłą magnesową czyniące- 
go, wytykam linię CD i ta jest żądaną; gdyż kąty NAB 
NCD są sobie równe, a że ramiona NA i NC'są rós 
wnoległe i skierowane w jedną stronę, przeto i ras 
miona CD i AB (78 Wn. 9 ) także są równoległe. ” 

Gte, W praktyce można uważać za równoległe 
dwie takie linie, które się przecinają w bardzo wiel- 
kiej odległości, dla tego, że nie dasię ocenić różnica 
między odległościami punktów jódnćj linii od drugićj. 

Na tój zasadzie jeśli z dwóch punktów zapomocą 
lunety lub dioptry, wytkniemy linię w kierunku gwia- 
zdy stałej, lub widzianego w odległości przedmiotu, 
to można je uważać za równoległe. 

Cień przedmiotów pada w kieranku ciała i punkta 
świecącego, przeto jeżeli z rana lab w wieczór, gdy 
cień jest największy, wytkniemy dwie linie współcze- 
śnie w kierunku cieniatyk pionowych, wysokich i dość 
grubych, to linie te, dla powyższćj przyczyny, mo 
żna uważać za równoległe, 


84. Zl. Punkta ciała posuwającego się zostają w je- 


dnakowćj odległości, a tem samem kreślą linie ró- 
wnoległe. Jeśli więc punkt ciała posuwa się po linii 
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prostćj, ito wszystkie punkta posuwają po liniach do 
nićj równoległych i jćj równych. Z tego to powodu 
le Jeśli ciało mające jakąkolwiek powierzchnią pó- 
wzeba posuwać w/wyżłobieniu, tó dla każdego pūn- 
ktu. powierzchni w wyżłobieniu, znajdować się powin= 
na linia równoległa. 2. Chcąc narysować linię,równą 
danćj, przez punkta jój prowadzimy proste równo: 
ległe rówaćj wielkości, aich końce leżeć będą na li- 
nii równćj linii danćj; bo jeśli dana hnia posuwa się 
ponktami swemi po prostych równoległych, to kiedy 
jeden punkt padnie na koniee swćj prostćj, wtenczas 
i wszystkie jćj punkta przyjdą dó końców swych ró- 
wnoległych, gdyż jednakowo oddalały się od pierwo- 
tnego polożenia.. Tym sposobem przy robienia: stat- 
ków rzecznych przerysowują sięna deskach linie mo+ 
deln, podlog katzych, abóitwią. się te deski. 


85. Zi. Met ya linii krznwychi (fig. 40) 
1. Punkta linii krzywćj łączymy z punktami do- 
wolnćj prostćj AG liniami równoległemi, i zarazem 
prostopadłemi do prostćj AG (18, Wn. 5).—2) Na 
duwolaćj prostćj odcinamy ab==AB, bc=BC i t, d. 
iz punktów a, b, e i t.d. prowadzimy prostopadłe 
do linii ag, równe odpowiednim prostopadłym, ah= 
AH, bi=Bl i t. d., pankta b, i, k i t.d. leżą na linii 
równćj linii danćj GJK...0; gdyż położywszy ag na 
AG, prostopadłe ah, bi i t: d. padną na AG, BI it. d. 
(49) i końce ich przystaną do siebie (4 Wn. 4). 7 
Podobnym sposobem możemy narysować krzywą, 
mając liczebną wielkość i wzajemne oddalenie pro~ 
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stopadłych, tak: szukając różnicy między. odległó- 
ściami punktów Ai F wziętych na gruncie,od przyję: 
tego poziomu (fig. 28), gdy punkta A, B, C, D, E; F, 
są w kierunku linii prostćj (17), możemy oznaczyć 
kształt i wielkość linii krzywćj leżącćj na żony i 
przechodzącej pirzeż. ri B, €; DPE, F. Jeśli 
przyjęty poziom jest w odległości 30 stóp. od punktu 
A (5 Wn. 1.), to punkt B leżący o 5 stóp bliżej te- 
go poziomu, jest od niego oddalony na 25 stóp, 
punki C leżący o jedną stopę bliżej: tego poziomu 
aniżeli punkt B, jest od niego oddalony 6 24 stóp 
14. de Zmierzywsży odległość po linii próstćj pozio- 
mćj między tykami pionowemi A, B,C itod., atrzy- 
mainy dlugość linii MN, NO i t.d. (79. Wn. 3. 151. 
Wa. 1.); gdy zalem na lińii nieograniczonój odetnie- 
my linie równe liniom MN, NO ii t. doi wyprowadzi- 
my prostopadłe. zawierające jednakową liczbę sto- 
pni z odpowiedniemi sobie prostopadłemi, otrżyma- 
my punkta leżące na krzywćj, równćj krzywćj będą- 
céj na gruncie. 1325, IRMAN 20019 
86. Z. Rysowanie pochyłych konturów z prostych 
moteli (Ag 41). IU 
Z punktów modela próstego prowadzę linie 
prostopadłe do prostej XY, równoległej do osi AB, 
a przez ich spodki linie równoległe czyniące 2 NY 
kąt spełnienia z kątem żądanćj pochyłości: 2). pro- 
wadzę os pocliylego kontara ab równolegla do XY, 
i odcinam ed=CD, e=EF; gh="GH i ti d. które się 
dzielą przez oś ab na dwie równe części. Punkfa ©, 
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d; e, f,g,h, iti d. są punktami żądanego kónturu, 
odpowiedniemi: SIR C, D, E, F, G, G, i. t. d. 
modela. 


4 ni. Połączenia linii prostych ograniczonych. 


i ) Odcinki dwóch linii prostych przecinających 
Się, uważane z odcinkiem poprzecznej, czyli: trójkąt. 


81. Dwie linie proste nieograniczone przecinające 
się (fig. 31.) AB i CD, przecięte poprzeczną FG, two- 
rzą trzy odcinki ograniczone EH, EJ, i HJ, leżące na 
płaszczyznie linii przecinających się AB i C,D 
składają linię łamaną, zamkniętą, złożoną z trzech li- 
nii prostych, zwaną trójkątem. Trójkąt HEJ: ograni- 
cza część plaszczyzny linii przecinających się AB iCD 
która to płaszczyzna także zowie sią trójkątem. 

Trojkatem więc zowią się ulbo trzy linie ograniczone 
z których dwie po sobie idące mują końce wspólne; 
albo: trójkąt jest to płaszczyzna ograniczona wzema 
liniami, po dwie przecinującemi się, — W tej części 
uważając tylko własności połączenia linii, określamy 
trójkąt jako połączenie linii. Linie HE, EJ i JH, skła- 
dające trójkąt, zowią się bokami trójkąta, Katy JHE. 
HEJ i EJH zawarle między bokami, wyrażające wza- 
jemne ich względem siebie położenie, zowią sip ką- 
tami wewnęlrznemi trójkąta, lub też katumi trójkąlu; 
wierzchołki zaś tych kątów H, E, 1, wierzchołkami 
trójkąta. Kąt EIH zawarty między bokiem El lrójką- 
ta a przedłużeniem JG boku HJ z nim przecinającego 
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się, cowie się kątem zewnetrznym (rojkąta HEJ. Je- 
šli. boki trójkąta przedłażymy w jedną stronę, jak 
są przedłużenia JG, ED'i HA, utworzą się trzy kąty 
zewnętrzne GJE, DEH i AHJ; przedłażywszy zaś 
w drugą stronę, jak JC, HF LEB, utworzą się także 
trzy kąty zewnętrzne CJH; FHE, i BEJ, które są ró- 
wne pierwszym, jako wierzchołkiem przeciwległe: 
GJE z CJH, DEH z BEJ i EHF z AHJ; mówiąc więc 
o kątach zewnętrznych rozumieć będziemy albo trzy 
pierwsze, albo trzy drugie kąty. 

Kąt zewnętrzny jest dopełnieniem kąta wewnętrz- 
nego, mającego z nim wspólny wierzchołek; zatóm 
wielkość kątów zewnętrznych zależy od wielkości 
kątów wewnętrznych i dla tego w trójkącie uważamy 
tylko kąty wewnętrzne. | 

Przy każdym wierzchołku kąt wewnętrzny z ze- 
wnętrznym czynią Il, przeto w trójkącie summa ką- 
tów wewnętrznych z žeynelrzngmi równa się 3II; a 
że summa kątów wewnętrznych równa Il (50), więc 
summa zewnętrznych równa 21, czyli czterem kątom 
prostym. 


83. W trójkącie głównie zwracamy uwagę na je- 
go boki i kąty i w tym względzie mamy do uważa- 
nia sześć rzeczy: trzy boki i trzy kąty. Co do boków 
trójkąt może być a) różnoboczhy, gdy żaden z bo: 
ków nićma sobie równego; b) równoramienny (sy: 
metryczny), gdy ma dwa boki równe; a bok trzeci 
zowie się podstawą; ¢) równoboczny (foremny), gdy 
wszystkie boki są sobie równe. Co do kątów trójkąt 

10 
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może być: a) ostrokątny, gdy wszystkie kąty są ostre; 
b) prostokatny, gdy jeden kąt jest prosty.(80/ wn. 2); 
bok leżący naprzeciw kąta prostego zowie się prze- 
chwprostokątną, zaś przy kącie prostym, przyprosto* 
katną (ramię kąta prostego); e) rozwartokatny, gdy 
jeden z kątów jest rozwarty; bok leżący naprzeciw 
kąta rożwartego zowie się przecźwrozwartoltątną, zaś 
przy kącie rozwartym, przyrozwayłokąlną (ramię ką- 
ta rozwartego). Wielkość kątów w trójkącie zależy 
od boków przeciwległych i dla tego eo do kątów 
nieaważamy przypadków, odpowiednich PROG 
trzem rodzajom trójkąta. 

W dwóch trójkątach, boki leżące naprzeciw kątów 
równych, lub kąty leżące naprzeciw boków tor 
zowią się pfnoiadałnać: 


89, Prosiopadła poprowadzona z wSładkiółki ką- 
fa na hok przeciwległy, lub j jego przedłużenie, zowie 
się wysokością trójkąta , zaś bok ña który pada pro* 
slopadla, jego podsiawą. 

Linia dzieląca trójkąt na dwa inne, mające kąty i 
boki „jednakowe, lecz położone w przeciwnym po- 
rządku, zowie się osią symelryć; przecięcie się osi 
symetryi zowie się, 87 odkiem symelr yi; to samo ścią- 
ga się | i do innych figur. 


Punkt leżący wewnątrz figary, hejnók ra włoski 
że odcinki prostych przezeń przechodzących, 'utwo< 
rzone przez boki, dzielą się w nim na dwie równe 
części, zowie się środkiem figury. ew 
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Linia przechodząca przez! środek boku, zowie się 
linią połowiącą bok, a linia dzieląca kąt na dwie równe 
części, zowie się linią rołowiącą kąt. Jeden jest śra- 
dek linii (4/kw.), podobnie jedna jest; tylko, linia POR 
sta połowiąca kąt. dB drbd 


90. Tw. W tr tjkacię ga napr zeci0 Doth ro- 
nych AB i BC leżą kąty równe Ai C; % naprzę- 
ciw boku większego AF od FC też kąt więzy © c od 
A (fig: 21). 

Ze środka D rzóciego bóku AC wyprowadziwszy 
prostopadłą: maga 
jo Prostopadła przejdzie przeż punkt B, jako ró- 
‘wno oddalony od końców init A i C (44). Obra- 
cając trójkąt BDC około BD, ramię DC padnie rara” 
mie DA, dla równości kątów przy D, jako prostych, 
wierzchołek C padnie na wierzchołek A, dla równości 
linii dci i DÅ i ramię BC przystanie do AB, gdyż ma 
z nióm dwa unkta Ai B wspólne, a „zalóm: kąty Ai i € 
są sobie równe. (40) 

% Prostopadła przelnie bok Wt AF w pun- 
kcie B, gdyż punkt F leży z tćj strony prostopadłćj, 
z którćj mniejsze jest jego oddalenie od końca boku 
AC (45 Wn). Połączywszy punkt B z C, bok BC= 
AB (45), przeto i katy A i BCA są równe, lecz ź że kąt 
BCA < FCA, a zalóm i i kat E FCA, TAP 


AONA Twi jA W iojkącie lo śńpiiaktu! kątów ró. 
wnych A ABCA łeżą boki równe AB BC; 2% naprze- 
` ciw kąta ECA wiesza od'A,. Agi hoh AF śe isd 
odFC. k 
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lo Bok AB nie może być większy od BC, gdyż kąt 
BCA byłby większy od kąta A, równego mu z założe: 
nia; bok AB nie może być mniejszy od BC, gdyż kat 
BCA byłby mniejszy od kąta A, a zatćm bok AB jest 
równy bokowi BC. 

20 Bok AF nie może być równy bokowi FC, gdyż 
kąt A równalby się kąlowi FCA, większemu od sie- 
bie z założenia; bok AF nie może być mniejszym od 
boku CF, gdyż kąt A byłby większy od kąta FCA;—a 
zalóm bok AF> FG, >^, 

Wn. 1. W trójkącie prostokątnym, k: at prosty jest 
największy ze wszystkich kątów (30 Wn, 2), przeto 
przeciwprostokątna jest największa ze wszystkich bo- . 
ków; podobnie w trójkącie rozwariokątnym , prze- 
ciwrozwartokątna jest największa ze wszystkich bo- 
ków, 

Wn. 2. Jeżeli trójkąt ma dwa boki równe, to ma 
także i dwa kąty równe, jeśli trzy boki równe, to ma 
zarazem i trzy kąty równe, czyli trójkąt równobocz- 
ny jest zarazem równokątnym i nawzajem — Trójkąt 
równoboczny dla tego zowie się foremnym, że ma bos 
ki i kąty równe, a takie figury zowią się foremnemi. 

Wn. 8. W trójkącie równorąmiennym ABC, pro- 
stopadła wyprowadzona ze środka podstawy, jest osią 
symelryi, gdyż rozdziela go na dwa trójkąty DBC i 
DBA, mające boki i kąty równe, lecz przeciwnie po- 
łożone, bok DC i DA, kąt C i A i kąty przy D, tak 
że kąty ich równe nie przystają do siebie przy posu+ 
waniu jednego z trójkątów BDC po linii AC, zawiera. ` 
jącój w sobje dwa równe boki DĄ i DC, t.j, po por 
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łożeniu spodnićj strony trójkąta BDC na wierzchnią 
trójkąta ABD, lecz po położeniu wierzchnićj na wie- 
rzebnią, lub spodnićj na spodnią, co uskuteczniamy 
obracając trójkąt KDC około osi symetryi,—przytóm 
wierzchołki odpowiednie A i C leżą na jednej linii 
AC, prostopadłćj do osi symetryi BD, w jednakowćj 
od nićj odległości, gdyż inaczéj wierzchołek C trój: 
kąta BDC, w czasie obrotu około osi BD, nie padłby 
na wierzchołek A, bo linia pada na linię dla równo- 
ści kątów (40), a kąty przyległe CDB i BDA: nie bę» 
dąc prostemi, nie mogą być sobie równe; zaś punkt 
C pada na punkt A, dla równości linii prostych (4. 
Wn. 4).—0ś symetryi BD, jak widzieliśmy 1) prze» 
chodząc przez bok AC połowi go i jest do niego 
prostopadłą; 2) przechodząc przez wierzchołek B, 
połowi kąt przy tym wierzchołku leżący. — Trójkąt 
równoramienny zowie się symetrycznym, dla tego że 
ma jedną oś symetryi, 

Wn. 4. Trójkąt foremny (fig. 42) ABC, ma trzy 
osie symotryj: BD, CE i AF, gdyż każde dwa jego 
boki są sobie równe, przelo każdy bok można wziąść 
za podstawę. Prostopadle BD i EC przecinają się 
w G (78, Wn. 8); lecz że punkta prostopadlćj DB, 
wyprowadzonćj ze środka linii AC, są równo odda- _ 
lone od końców A i € (45), zaś punkta prostopadłej 
EC są równo oddałone od końców AiB, przeto 
wspólny ich punkt G, tak jest oddalony od punktu A 
jak od C i od punktu A jak od B, czyli linia GA=GC 
i GA=GB, więc GC—GB; zatóm linia łącząca śro- 
dek F boku BC z punktem G jest prostopadłą do te: 
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go boku i przechodzi: przez wierzchołek A, równo 
oddalony od końców B'i € (44), czyli trzecia oś sy: 
mettyi przechodzi przez pankt przecięcia się dwóch 
pierwszych i wszystkie trzy przecinają się w jednym 
punkcie G, środku symetryi. Środek symetryi G' jest 
równo oddalony od wierzchołków trójkąta, gdyż: CG 
=AG=BG. Zarazem widziemy, 'że w trójkącie fo: 
remnymę 1) linie półowiące kąty trójkąta; 2) prosto: 
padle wyprowadzone ze śródka boków; 3) prostopa* 
dle wyprówadzone z wierzchołków na boki przeciwie- 
gle, i 4) linie łączące wierzchołki ze środkami boków 
przeciwległe h będące wszystkie osiami symetryi, prze? 
cinają się w jednym pankcie. "Ta ostatnia własność 
jak ZY, bi zę jest saira s kirara 
lo 


1 


h Í 
551! f i fi i 


W ia przypadkach iró jay mają Wszy się: 
„boki i kąty odpowiednie, równe, 


p". Tw. szy Pawa Dna irójkaty ABG i DEF. ma» 
jące po dwa boki równe AB=DE, BCZEEF 4 po kącie! 
między nićmi zawartym równym B==E, mają pozo- 
stały bok i dwa kąty odpowiednie równe (fig. 43), 
AC=DF; i kąt A=EDF, CHEFD, tio. 

Przenoszę trójkąt, ABC na DEF, 'tak, by punkt, A 
padł na punkt D, bok AB poszedł po boku DE, to: 
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ponkt B padnie na punkt E, dlarównościtych dwóch 
boków (4, Wn.4); bok BG pójdzie po boku EF, dla 
równości kąta B. z kątem E (407 i punkt G padnie na 
punkt F, dla równości boków BC-iEF; a że pankt 
A padł na Di C na; F, przeto bok AC przystaje do 
boku DF i jest mu równy; kąt zaś, Ą=D i CZF, 
gdyż ramiona ich przystają dosiebie- |) si gw 

Wn.. Trójkąty prostokątne: mające dwie przypro= 
stokątne równe, mają pozostale boki i kąty równe. | 


03, Tw. 24 Przyp. Diwa Irójltgny pić i DEF, Ph 
Jące po trzy boki równe AB=DE, BC= EF i, ACZ 
DF, mają i i kąty odpowiednie równe (lig. hs R i 

Przer oszę trójkąt ABÓOna płaszczyznę trójkąta DEE, 
tak, aby buk AC Moi do równego sobię bokul É 
zalém punkt B padnie w jakimkolwiek punkcie 2, 
Łączę punkt Ez punktem b b; Irójkąt EDJ jest równo: 
ramienny, gdyż boki EDi DŁ pierwszy z zalożęnia, 
zaś drugi z przeniesienia równe bokówi AB, są sobię, 
równe, przeto kąt DEJ=DZE (90); dla podobnćj 
RER kąt FE4—F4E, „przeto i kat DEF= =DbF; 
że zaś “kat DIE ABC z ‘przeniesienia, zatém, d kat 
ABC—DEF, i i trójkąty ABC i DEF, mające po kącie 
i po dwa boki Zawierające go, równe, „mają i inik 
stałe części równe, t.j. kąt, A=EDF'i h C=EFD. 4 

94. Tw. 3ci Przyp. Dwa trójkąty ABC i DEF ma- 
Jdce po'dwa boki równe AB=DEi BCZEF ć po ku. 
cie przeciwległym bókowi większemu równym, kąt 
CF a bok AB > BG a tóm samém i DE > EF, R 
jai pozostałe części równe: (fig. 4805000 Soph 
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Przenoszę trójkąt DEF na ABC, tak, aby wierzcho: 
lek kąta F padł na wierzchołek równego mu kąta G, 
bok FE poszedł po boku BC, to punkt E padnie na 
punkt B, dla równości tych boków; bok FD pójdzie 
po boku CA, dla równości kąta F z kątem C, ą mam 
dowieść że punkt D nie padnie ani przed punktem A, 
w punkcie G, ani za punktem A w punkcie H, aza- 
tóm padnie na punkt A. W pierwszym razie, boki 
BA i BG byłyby sobie równe, gdyż pierwszy z za- 
łożenia, zaś drugi z przeniesienia równalby się boko- 
wi DE, więc i kąt A=BGA (90), a że kąt BGA > C 
(80. Wn. 1), to i kąt A> C, przeto i bok BC byłby 
większy od AB (90), co sprzeciwia się założeniu, 
W drugim razie, dla równości boków BA i BH, ró- 
wnych bokowi DE, kąt BHA równałby się kątowi 
BAH, większemu od kąta C, przeto byłby większy od 
tego kąta, a tóm samóm i bok BC byłby większy od 
boku BH, równego bokowi AB, coby się sprzeciwia- 
ło założeniu, | 

Punkt więc D pada na punkt A, a zatém bok FD—= 
AC, kąt A=D i B=E, gdyż po przeniesienia przy- 
stają do siebie. 

Wn. 1. Trójkąty prostokątne mające po przeciw- 
prostokątnćj i po boku równym, mają i pozostałe 
części równe. (91. Wa, 1). 


95. Tw. Aty Przyp. Dwa trójkąty ostrokątne ABC 
i EFG, lub rozwartokąlne ABD i KFH, mające po 
dwa. boki równe, AB=EF, BC=FG lub BD=FH, ć 
po kącie leżącym na przeciw boku mniejszego, ró- 


si 


nym, kat A=E i bok AB > BC i BD, ś tóm samóth 
FE > FG i FH, mują i pozostałe części równe, Jeżeli 
taś jeden tylko trójkąt ABC jest ostrokątny, to drugi 
EFH jest rozwartokąlny, i kąt jego rozwarty H jest 
dopełnieniem kąta ostrego C, leżącego na przeciw 
boku większego AB (fig. 44). 

Przenoszę trójkąt EFG na ABC, tak, aby wierzcho- 
lek kąta E padł na wierzchołek równego mu kąta A, 
ramię EF poszło po ramieniu AB, to punkt F padnie 
na puńkt B, dla równości tych boków, bok EG pa- 
dnie na AG dla równości kąta B- z kątem A, zaś bok 
FG mająć jeden koniec w B, tma drugi na linii AC; a 
zatóm może mieć tylko dwa położenia: albo padnie 
na bok BC=z=FG, lub na BD<<BC, gdyż z punktu B 
jedną tylko pochyłą BD równą pochyłej BC, a za- 
tëm i pochyłej FG; poprowadzić można (51. Wn. 2); 
lecz że trójkąty ż założenia są ostrokątne, przeto 
FG nie padnie na BD, gdyż wtedy kąt BDA, jako do- 
pełnienie kąta BDC, równego kątowi BCD ostremu, 
bylby rozwarty a lém samćm nierówny kątowi ostre- 
mu G;—a zatem i pozostałe części trójkątów są sobie 
równe. Jeżeliby trójkąty ABD i EFH były rozwarto- 
kątne, wtedy FH mogłoby paść albo na bok BD, lub 
téż na linię BC równą temu bokowi. Na linię zaś BC 
paść nie może, gdyż kąt C, jako równy kątówi BDC, 
będącemu dopełnieniem kąta rozwartego BDA, był- 
by ostry 1 niemógłby się równać kątowi rozwartemu 
FHE; a zatem bok FH pada na bok Bł), i pozostałe 
części trójkątów są sobie równe. Jeżeli trójkąt ABC 
jest ostrokątny, zaś trójkąt EFH hie jest ostrokątny, 
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to bok FH nie,padnie na bok BG, bo wtedy kąt H, 
jako równy kątowi G bylby ostry, ale „pada i na linię 
BD; równą temu, bokowi, i kąt FHE jako równy ką- 
towi BDA, będąc dopełnieniem kąta BDC, równego 
katowi Gi 6 dopełnieniem kąta C Ostrego, przeciw 
leglego bokowi większemu AB, i „pozostale części 
wójkątów nie są FONRE tja ACZ EH i kąt ABC > 
Fa vi. agod wot Astoddssiw Ga Wig A alęd tal 


"96. Tw. Sty Przyj. Dwa twdjkątę ABQ i DEF ma- 
jące po jednym bolu równym: AC=DF ipo dwą ka- 
ty przy nim leżące równe A=D CF, mają i pozo- 
stałe części równe: bok yy pri e m 
E, (fig: 43). M 

Przenoszę trójkąt! IDEF na ABC úk; aby wradozchia- 
*łek F padł na © ibok FD poszedł po beka CA; to: 
wierzehołek D padnie na A,'dla' równości boków DF 
i GA, bok FE padnie na CB, dla równości kąta € z ką- 
tem F i bok DE padnie na AB dla równości kątów A 
1D, a zatem i wierzchołek'E padnie nab, gdyż linie 
FE i DE, leżące na liniach CB'i'AB, przecinają się 
w tym safnym ponkcie B jaki linie BC i AB; pozosta- 
łe więć części tr ójkątów, jako waaa n sobie 
równe. oi BA 

„91, Tw. Bty Przyp. Dwa trójkąty ABCi DEF; ma- 

jące po jednym boku równym ACDF, i po Hy ką- 
ty, z których jeden przeciwległy lemu bokowi, równe: 
CZE 1B=E, maja i pozostale części równe (fig.43). 


Kąty B+C dopelniają się kątem A do:Tl;_ a że ką- 
ty B-+C z zalożenia równają się kątom E+ F, przeto 


„w o” 
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i by wał ich, 6żyli kąty A i D'sąsobie równe ( 46. 
Uw 2j. *Prójkąty więc ABC i DEF mające po jednym 
boku ACDE i po dwa kąty przy'ńim leżące, równe, 
CF z założenia zaś AD iz ete dowo! 
dzenia, zi i Pasto części równe (96). i 
| 1 i WpA sèda s i 
98.7! Tw. „Db: dja ty mające boki odpowiednie 
prostopadłe lub poty ną nji r; y opta 
równe. (fig. 46147). 
Kąty mające ramiona ów lok lub E O 
albo są równe, alko się dopełniają (78. Wn. 9-1 t0); 
przeto dowieść tylko potrzeba, że kąty odpowiednie 
nie mogą być kątami dopełnienia: Rzeczywiście kąty 
A,B i'C nie mogą być dopelnieniem odpowiednich 
sobie kątów, gdyż summa kątów w tych dwóch trój- 
kątach równałaby się 311, co być nie może (30);'dwa 
kąty jednego wójkąta A i'B, nie mogą być dopełnie- 
niem odpowiednich im kątów drugiego trójkąta, gdyż 
wtedy simma czterech tylko kątów w tych trójkątach 
równalaby się 2II, co być nie może. Przeto dwa kąty 
jednego trójkąta, są równe odpowiedńim kątom dru: 
giego trójkąta, a tóm samém: i kąt trzeci rány, kator 
wi trzeciemu. (80. Wn. 3). i 
Uw. 1. Kąty mające ramiona ikov Prj RA 
siebie nachylone , mają tę samę własność- jak i kąty 
mające ramiona prostopadle (75. Wn. 10), przeto 
trójkąty, mające boki jednakowo nachylone, mają ką- 
ty równe; ź nawzajem (fig, 46), gdyż jeśli kąt A—=a; 
B—=b i C=e, to jeśliby nachylenie boku BC do bo 
nie było takie, jak nachylenie boku AG do ac i AB do 
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ab, wtedy przez punkta b i c, poprowadziwszy linie 
czyniące z bokami AB i AC takie kąty, jak bok cb 
z bokiem CB, kąty a'cb i a'be, podobnie jak kąty 
trójkąta c i b, jako równe kątom C i B drugiego rój 
kąta, byłyby sobie równe, co być nie może. 

Uw. 2. Równość kątów nie pociąga za sobą równo- 
ści boków, lecz tylko oznacza jednakowość ich po- 
łożenia tak, że gdy trójkąty mają kąty równe, to gdy 
jeden z boków jest prostopadły lub równoległy da 
odpawiedniego sobie, takiemiż są i pozostałe boki. 

„Uw. 8, W sześciu tylko przypadkach, z których 
czwarty jest szczególnym (gdyż ściąga się tylko da 
trójkątów ostrokątnych albo rozwartokątnych), trój- 
kąty mające po trzy części równe, mają i pozostałe 
trzy części równe, zaś równość kątów nie pociąga 
równości boków. Do złożenia więc trójkąta nie mo- 
żna mieć 6ciu tych rzeczy dowolnie danych, choćby 
nawet summa kątów równała się Il, a summa każdych 
dwóch boków była większa od trzeciego, gdyż wiel- 
kość trzech pierwszych, wyznacza zupełnie wielkość 
trzech pozostałych tak, że mając dwa boki i kąt za- 
warty, tém samém wyznaczamy bok trzeci, i kąty 
przy nim leżące i t. p, 


99. Tw. Dwa trójkąty ABC i DEF lub DEF lub 
DE”F mające po dwa boki równe AC=DF i AB=DE 
lub DE” lub DE” ż kat A zawarty miedzy lemi boka- 
mi pierwszego trójkąta, większy od kąta D. zawarte- 
go między odpowiedniemi bokami drugiego trójkąta, 
mają bok trzeci BC w pierwszym trójkącię, większy! 
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od boku trzeciego EF lub E'F lub E”F w drugim troj- 
kącie. (fig. 45) 

Przenoszę trójkąt ABC na pia trójkąt tak, aby 
wierzchołek C padł na F, i bok CA poszedł po boku 
DF, to punkt A padnie na punkt D, dla równości tych 
boków, bok AB padnie zewnątrz odpowiedniego bo- 
ku w drugim trójkącie, gdyż kąt A zawarty między 
bokiem AC i AB w pierwszym trójkącie, jest większy 
od odpowiedniego kąta w drugim trójkącie; bok zaś 
trzeci CB padnie albo zewnątrz boku trzeciego FE, 
jak dla trójkąta DEF, albo na boku, jak dła trójkąta 
DE'F, albo przed bokiem trzecim jak dla trójkąta 
DE'F. 

W |szym przypadku bak DE-+EF —.DB+ BF(20), 
odjąwszy z pierwszćj strony DE a z drugićj DB=DE 
z założenia, zostaję EF < BF, 

W 2sim przypadku E'F < BF jako część od Sii 
całości. ya : 

W 8vim przyp. DB+-FE" < DE'+-FB (21), odją: 
wszy z pierwszćj strony DB a z drugićj DĘ'= BD 
z zalążenia, zostaje FE" < FB. 


100. Tw, od. Dwa trójkąty ABC i DEF mające po 
lwa boki równe ACZDF, AB=DE ż bok trzeci BC 
pierwszego trójkąta, większy od boku trzeciego FE 
w drugim trójkącie, mają kąt A zawarty miedzy bo- 
kami rownemi w pierwszym trójkącie, większy od od- 
powiedniego kąta D w drugim trójkącie (fig. 45). 

Kąt A nie może być równy kątowi D, gdyż wtedy 
bok BC byłby równy bokowi EF (92), mniejszemu 


S6 
ód siebie z założenia, kąt A nie może być mniejszy 
od kąta D, gdyż wtedy bok BC byłby mniiejszy od 
boku EF (95), co również: sprzeciwiałoby się załóże- 
niu; a zatóm kąt A jest większy od kąta D. 

101. Tw. Jeżeli z piinktù D wziętego wiwat? 
iójkuta poprowadzimy linie do óribóli y jednego z boi 
ków AC, to kąt D między niemi zawarty y jest większy 
od kyta B przeciwległego temu bokowi AC (fig. 48). 

Przedłużam linię AD do spotkania się z bokiem 
BC w punkcie E, to: kąt D > DEC jako zewnętrzny, 
jest większy od kila wewnęfrznego przeciiających 
się CE i CD względem poprzecznćj AE (76); dla po- 
dobnćj przyczyny kąt DEC > B, a zatóm kąt D tem 
bardżiéj jest większy « od k; yia B. | 

102. Tw. lo Punkt D wzięty na linii BD pool 
céj kąt ABC, jest jednakowo oddałony od ramion tego 
kutu BA i BC. 2» Punkt E wzięły nie na połowiące 
ten kąt, nie est jednakowo oddaton; y od Jego. r *amion. 
(fig. 49). 

lo Pawiin z punkta D prostopadłe: dö ramion 
kąta (57); trójkąty DBC i DBA mające bok BD wspól- 
ny, kąty przy B równe z założenia i kąt CHA jako 
proste, mają i pozostałe części równe (97) przeto DC 
=DpA. 

20 Z punktu E wyprowadzam prostopadłe EC i EF 
do ramion kąta; — z punktu D przecięcia się jednej 
z prostopadłych EC z linią polowiącą BD, wyprowa- 
dzam prostopadłą DA do ramion BF;— — puńkt EŻ A 
łączę prostą EA ‘= wtedy EF < EA, zaś EA < ED4- 
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DA,— biorąc za.DA prostopadłą DC, linia EA < EC 
a tém samóm EF < EC. i 

Wn. 1. I naw 'zajęm: punkt równo oddalony od ra- 
mion leży na połowiąccj, gdyż w przeciwnym razie 
nie. bylby równo oddalony: od ramion; punkt nieró- 
wno oddntony y. ol ramion nie leży na połowiącej; 
w przeciwnym bowiem razie byłby równo oddalonym 
od ramion. Połowiąca więc. jest miejscem wszystkich 
ZNA, jednakowo oddalonych odl ramion kata: 

Wn. 2, Prostopadłe wyprowadzone z punktu po- 
łowiącój b, odcinają na ramionach odcinki równe 
BA i BC, przeto jeżeli z punktów A iC wyprowadzimy 
prostopadłe ADii CD, to punkt ich przecięcia się D 
leży na pólowiącćj kąt B; trójkąty bowiem BDA i 
BDC, mające przeciwprostokątna wspólną i przypro- 
stokątne BA i BC równe z założenia, mają i kąty pray 
B p (94: Wn; D. 

103. Tw. Linie: AF, BD. i CE N OA ikti 4, 
BiG trójkąta ABC; przecinaja się w jelnym punkcie 
G; równo oddalonym od'baków AB, BC CA tego trój: 
kąta (higo 42). > l3 

Limie AFi BD, Kiisa kątyAi B,« czynią zd 
wspólną poprzeczną AB kąty jednostronne wewnę- 
trzne, mniejsze od IE, gdyż summa kątów A i B dwa 
razy od nich większych, jest mniejsza od Il (80), prze- 
to linie te przecinają się w punkcie G (16. Wn.). Punkt 
G, jako leżący na połowiacćj AF, jest równo oddalo- `“ 
ny od ramion AC i AB (102); zatém prostopadła wy- 
prowadzona z lego punktu na bok AC równa się pro- 
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stopadłćj wyprowadzonćj na bok AB; punkt G leży 
także na połowiącćj BD, przeto prostopadła wypro- 
wadzona z tego punktu na bok AB, równa się prosto- 
padléj wyprowadzonćj do boku BC; a zatćm prosto- 
padłe wyprowadzone z punktu G do boków AC i BC, 
jako równe prostopadłćj do boku AB, są sobie ró- 
wne; a przelo punkt G leży na połowiącćj kąt trzeci 
C (102. Wn. D, czyli trzy połowiące przecinają się 
w jednym punkcie G i ten punkt jest równo oddalony 
ód boków trójkąta, czyli: prostopadłe wyprowadzo» 
ne z tego punktu na boki, są sobie równe. 


104. Tw. Prostopadłe DG, EG i FG wyprowadzo: 
ne że środka bokow trojkąta ABC przecinają się w je: 
dnym punkcie, równo oddalonym od wierzchołków 
A, B i C trojkąła (fig. 50). 

Prostopadle DG i EG przecinają się z sobą w pun- 
kcie G (15. Wn. S); punkt G jako leżący na prosto- 
padłój DG jest równo oddalony od końców linii(45) 
B i A, czyli GA==GB, dla podobnćj przyczyny GB= 
GC, przeto GA=GC jako równe linii GB; punkt więc 
G leży na prostopadłćj, przechodzącćj przez środek 
linii AC czyli, linia łącząca punkt G ze środkiem linii 
AC, jest prostopadłą do tćj linii, a zalém prostopadłe 
wyprowadzone ze środka boków przecinają się w je- 
dnym ponkcie G i ten punkt jest równo oddalony od 
wierzchołków. 


105, Tw. W trojkącie ABC prostopadłe BE, CFiAD 
poprowadzene z wierzchołków kątów na boki prze- 
ciwległe, przecinają sięw jednym punkcie H (lig. £1). 


* 


Wn. 5). Dla dowiedzenia że draigh w a 
dzone z wierzeholków trójkąta ABC na boki PG w- 
legle przecinają się *« jednym pankcie, oit Żeba AM 
zać, że ohe dla trójkąta GKI są e i pådlemi, wy- 
prowadżonemi ze środków boków (r04). Uważam, 
że Irójłkąty BCK 1 BCA mające: bok BC wspólny i i ką- 
ty przy nim leżące, jako naprzemianiegłe, równe (78. 
Wn. 1); mają bok BK=AC; dla podobnej przyczyny 
i bok GB=AC, przeto BK=BG czyli pimkt B jest 
środkiem boku GK. Podobnym sposobem dowiedli- 
c , że pónkt' A jest środkiem boku GJ. Jas © środ- 
JH, a zatóm i prostopadle BE, „M i CF przotj. 

ją w jedri Pinki ie. aw e 

NE rq twain pa panyo id di 

106. Tw. W trójkącie prostokątnym ABC środek 
D przeciwyróstokatnej BC jest jednakowo bddiłony 
od trzech wierzchołków A, B VE (fig. 52). 

soPrzy puokcie'A linii AB kreślę kat BADR (59), 
to iskąt DACHC; gdyż kąt ABY Ci (80); trójkąt 
BDA jest równoramienny (91),' przeto BD=DA; dla 

„podobnćj przyczyny DA=D0 a zatłćm BD—DC, czyli 
punkt I) jest środkiem przeciwprostokątnćj i jest tó- 
wno oddalony od wierzcholków trójkąta. 

(Wa. 1. W trójkącie prostokątnym linia łącząca. 
wierzchołek kąta prostego że środkiem przeciwpro- 
stokątnćj, dzieli ten trójkąt na dwa trójkąty równo- 
ramienne}; mające zd podstawy ramiona kąta prostego. 

12 
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„Wn, gu Linie łączące śnadek przeciwprostokątnej 
ze środkami, przybrostokątnych są do nich prosltopa: 
dle, gdyż przechodzą przez, świ punkta równo gida 
lone od ich, końców MĄŻ i (AIR, k b'i N i Kaa 

401. pm, sh Jeśli w trójkącie ABC, środek De. 
dnego boku BC jest równo, oddalony od wierzchoł: 
ków. ir vikata, to trojkąt ten jest prostokątny, a $i sodek 
boku, p wno „oddalony. yod wierzebałiówi jest środkiem 
przeciwprostokątnij. (Gg.52) 140 Ro ia Yu v1 
„Łączę punkt, D z wierzchołkiem A kąta przeciwlee 
lego, i i tym sposobem utworzyly się, dwą'trójkąty 
równoramienne BDA i ADC, gdyż:z założenia DB= 
DA= DC; przeto kąt, B=BAD i i CZCM) (90), zatóm 
kat! B | 0=BAD HDAC, czyli kątowi, 4, sory” 
B+CZI (50), a że A=B +G; Przeto, tak kąt A, ja RM 
i B+C równają się kątowi prostemu czyli tró 
MATOWA prostokątny p rzy dowo H AP. ON 

„Wa... „Jeżeliby kat, B—60o,, to kat BAD, jako je- 
mu równy zawykreślenia, równa się także: 609,: a ża 
tém j| kat D609 (80. Wn.%), trójkąt więc BAD jest 
równoboczny Ol Wn. 2, i: ramię BA kąta B równa 
się połowie przeciwprostokątnój. vonaði lzoj AUH 

(Wn. dężcii m trójkącie jeden zkątów Bain 608, 
died: Jego rumię BA jest polowa drugiego! ndmie- 
nia BC, to, trójkąt ten jest prostokątny, zaś ramię 
„większe BC; jest przeciwjwostokąlną; gdyż AB<BD 
pr eto,i kąt BDA—=BAD, a że summa ich równa się 
150-600, zatóm, każdy z nich ma po 60%; trójkąt 
więc BAD jest równobocznym i BD=DA; lecz BD 

G] 
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DC, zatóm punkt. Ah równo óddalony Pach 
wierzchołków twójkąta. r zd wmosejytw byas 
i uł myżawnicz o umsoszisina iwo dod 

108. gn: aján wa kąty di f dua wynaleźć 
kątstrzecie (figi 53): 0909 40.140 vlgdooq onwóa 

„Przy dowolnćj linii BC, przy” poakóibi A, kreślę kąt 

B AE=d, i kąt DACG, to kąt BAD; POWA, jè- 
iko Capa katy dane dò lz cbpS— sty! og 
W. 109. Zg Nakręślić tr djkąt (fig. wj kerah i 
lo dwa boki a, b i kąt e między niemi zawarty: 

;Na, linii nieograniczonej CA, kreślę: kąt ACB=e 

(59), i odcinam CAza i i CB=b, punkt A. z.B, łączę 
ej, AB, a; trójkąt . ABC jest żądanym. WE 

trzy boki a,b, c. 
„Na linii nieograniczonéj odcinany Z Z, ‘punkta 
c Fipe równym bokówi b, zakreślam łuk, 


I ABC j jest DY 

RH pla boki jej: p i kąt ty pr rj, ią wię- 
kszemu b. 

Przy linii nieograńiczońej AC kreślę kąt CAB, 
odcinam AB równe bokowi mniejszemy c i z unktu 
B promieniem równym bokowi większemu b, pr eci- 
‘ham mg AC w punkcie C, a "trójkąt ABC jest żąda- 
R vangs ( vii DA= NA meniobQ) 

do dw | boki b, ci kat e przeciwległy bokowi mniej- 
Jszemii cy nakreślić irójkąt i irak 2) rozwar- 
tokątny. poi i jaoi UA olosyg 
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| oKeeślę kąt AGB równy e; odtinam CB równe bd- 
kowi większemu b; z punktu B, promieniem równym 
bokowi mniejszemu c, zakreślam łuk, który przetnie 
ramię. CA w.dwóch ponktach, gdyż punktu B dwie 
równe pochyłe BA i BA” poprowadzić można, które 
„są równo oddalóne od spodka prostopudłćj/ BD, prze- 
to jakormniejsze od pochyłój BC, óbie leżą przed tą 
pochyłą. — Żądanyń trójkątem 1) ostrokatnym jest 
ABC, gdyż kąt A < BDC zewnętrznego; 2) rozwar- 
tokąlny jest tójkąt A BE gdyż kąt zewnętrzny BA'C 
>BDAprośtego: gwi s ud il „6900 nach n 
5o jeden bokat diod kaly przy ntm leżące e i (. 
- Na linii nieograniczonej gdeinam KA i kreślę 
kąt ACB=e 246 CABŁF; raniioka iych" kątów prze- 
tną się w punkcie B, gdyź sumina kątów wewnętrz- 
"nych WiĆ, jako równych Kilom e i f mniejsza od II 
(80) a trójkąt ABG jestządanyj 0000000 
9960 jeden bok w £ dod katy: leżący bzy bym boku, 
zaś d przeciwległy temų bokowi. 1 0 
' “Na hni nieograniczonej odcinam. AC=a, kreślę 
kąt CAB=Ti kąt ACB równy dopełnieniu AlAG 
nych bid do II. (108), a trójkat ABC jest żądany. 
"ANO. Zg, Dany kat podzielić ma dwie rowne zesci. 
1. 4) Gdy wierzchołek A znajduje sie pa rysunku. 
Odcinam AB=AC (fig 55), i z punktów B i Gwy- 
prowadzam prostopadle do ramion, a punkt ich prze- 
cięcia się D leży na połowiącćj kąt A:(402. Wa. 2), 
przeto AD jest linią żądaną, talufst 
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mi Albo: ! odcinam AB=FAC; trójkąt więc BAC jest sy- 
metryczny, a: prostopadła do BG; połowi kat ' A (9. 
Wn: 3),:przeto 2 punktu A prowadzę Rao do 


BC.(57):, JA ogs sb l | pi 81385 RIYOYTII le BI pun nb 
si (00) Gdy niettchóleki kala: raowddiiia się nu pla- 
„tszażyztie rysunku. (hg. 56)4011 (awó1 od 


1) Między dwiema linijami AB i CD prowadzę do- 
wolną linię EF, 2) prowadzę linię Fil polowiącą kąt 
CFK i EH połowiącą kąt AEF, to punkt tlich prze- 
cięcia się jest tak oddalony od linii FC jak i od FE, zaś 
od FE tak jak od EA (102); przeto punkt H jest ró- 
'wnol oddalonycod ramion FC EA danego kąta; i le- 
ży na polowiącćj ten kąt '(402.0Wn. 1). Podobnym 
sposobem/wynajdujęj drugi iR G leżący na polo- 
wi: Hoo achekah śwaosrhĘŁA msęzyszełg gm 
33 „10314/ nixa sia 
UL zę. Z kakaa linii CA wyprowadzić prostora- 
dłą. (ligi A) dla. Augan sie awar CIRA 
: sapiku / do Woldego! b. ED NAN fide pyski 
od panktu A zakreślam okrąg kola, przecinający się 
z. dany linią w punkcie C „„przez punkt C prowadzę - 
średnicę GD, a koniec jéj B pułączony 2-danym pua- 
ktem A, daje prostopadle żądaną BA; gdyż. „doty 
BAC jest złe i. LS PEQZOWYWCZO. ste 
m yisi i Í 
AIEA Dany hat BAC podzielić na trayi rdwne 
sza (ig, 6) ZANLEMIAMUNONEWIEEINOTKE 
Z wierzchołka kata A, ina; dná, Z, ramion, BA dọ- 
aii promieniem, zakreślam, półokrygu koła; na 
liniale odcinam DE równe promieniowi, i przykładam 
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liniał tak, aby'on' przechodząc przez punkt:C, pun- 
Kiem D padł na okręgu koła, zaś/ punktem fi na'prze- 
dłużenię średnicy; wtedykąt DEA który on czyńi zśre- 
dnicą jest trzecią częścią kąta danego A; gdyż kąA 
a +b, jako zewnętrzny,” abt DAE-=2b (80) ja- 
ko dn, a) port Med pi, 
> ALAAN: madd wid anniy eb ab; M (1 
JA | l i +sbówd'u (LA gimł ralow 
B) Odeiniki czterech Liutstprodtych a Ray toy 
h 10% i czyli: czworobok, 6 0) 0605» 
- f | oberą (201) AF b ki Who 
113. Otworób diein zupełnym | sibi odcinki 
'ezterech prostych (fig. 59) FA FD, EA, EB-lężących 
"na fiłaszczyznie, przecinających się po dwie; tudzież 
samą płaszczyznę ograniczoną * <temi' odcinkami: On 
się czyta ABFCDE. Części jego ograniczające pła- 
*szczyznę zowią się także 'ezworobókami;'i tóki 1) 
ABCD zowie się wypukłym albo czwożókatem od li- 
"ezby kątów; '2) FAEO wklęstym 48): FBCĄD(po- 
dwójnie wktęsłym, Głównie zajmować się będziemy 
sezworobokiem wypukłym. Ozworokątem "takim '20- 
"wiemy cztery linie proste ogramiezone, z których duwte 
|poisobie idące mują' końce współne, tub tóż płuszcży- 
zng ograniczoną lemi próślema. | Lińie tę podobnie 
jak w trójkącie zowią się bokami—bokt przeciwległe 
"gate które nie mają kóńców wspólnych, Skaljtirz ze- 
-ciolagto te które niemają ramienia wspólnego. Odcinek 
wspólnej poprzecznćj dla dwóch par boków, czyli li- 
ia łącz yóa wierzchołki kątów przeeiwłeglych zowie 
'się przekątnia czwoórokąta lub tóż czworoboku; i'tak: 
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1)sCzworobok zupełny ABF CDE: ma trzy przekątnie » 
dwie'wewnętrzie-AC i BD,vą trzecią zewńętrzną EEx 
2) wypukły ABCD ma dwie przekątnie wewńętrzneż 
AGi,BD,każda, z nich dzieli czworokąt na dwa trój- 
kąty, przeto summa jego kątów. równa się. 2Il;,3) 
wklwn AFGE mą jedzą, przekątew, vepe AC, 
z GUIER, zewnelrzną FE, i 4) podwójnie mkae 
‘BCED ma, dyię „przekątne, zewnętrzne: BD i; FE 
Czworopyk wypukły, IE się, jeszcze A 
pier rwszego, 12e u; — jeżeli bo RA BC w lęgle 
przeułuż żymy do napor anja s SIĘ z 80 D W, pu un- 
kcia E, AB z DG. w punkcie TA oliz A Ddl i czworobólk 
drijkióżo t rzędu AFCE; IA gdołh wl snóść służy i dla 
wólokgłów,” SE awor nod Gyb niom UDA 1 AOA 
Atiy w imódod ir yab Goes Uk łydek waz 
IA. Iłównotegłobok Raj czworokąt w który 
boki płzedyle łe: są równótegłe. "Rób" jest dziwo? 
rokąt maj jacy boki równe; prostokąt jest AA, 
Mający R ty | proste; "Fioadral" bs pea majic 
dwa boki przy sobie leżące: równe. rapez jest. Awo 
rókąt u dwa boki rj a dwa drugie t nież 
rówńdległe .. Wysokóścią tych ur jest prostopadła, 
opaszezóńi + jednóż boku na Sab dó Mieg równo: 
ed. Boki równołegle w trapozie” zowią wię jego 
podstawami =Peopóx majty: boki jedyne A 
lone do podstawy zówie się symelr ytznym, m ajdcy 
żaś jeden bok prostopadły do Pona pr oslo kb! 
Aisy ob snsugawew snnowaonioj tm jiaęo UA: 
Ua Sow rówołęłobónu t lay m A irii gii 84 
sobie równe, b) boki przeciwlegt sa sobie roine 
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e) przekątnie dziełą się na dwie równe ezęści; di)! 
naprzeciw kąła: większego. leży przekątna większa. 
(ha: op: PERTE siq : em (AJ LERT EA AŚ 
-Laj Kąt BD i kąt A0 jako mające ramiona róż 
Vnolgie iskierówane w przeciwne SIiGny(78i :Wn.9); j 
"b Bok BEAD i bok ABEDE, gdyż” trójkąty 
BDA i BDC mają bók BD współńy i dwa katy przy 
ńim leżące jako naprzemianległe równe (96). 
* e), Odcinek „przekątnój EB=EDi EGEN, £ gdyż 
trójkąty ] BEC i i ABD mają bok BC=AD i „katy sa 
nich leżące jako naprzemianiegłe, równe. , e 
„dy Jeżeli kat, A <B to BD <AG;, gdyż, trójkąty. 
BDA i ACB mają dwa boki tówrie AB wspólny, AD, 
—=BC a kąt A zawarty między temi bokami w pier- 
wszymtrójkącie, mniejszy od kąta B zawartego mię- 
i orap odaig bekami w Prusi Irhisosia (PA 


116. Tw. "Ch worokat, jest równoległobokiem gdy 
1) katy przeciwległe są sobie równej 2) boki przes 
ciwlegle są sobię równe; 3) przekalnię dzielą. się na 
dwie równe części; 4) dwa boki pr zeętwległe, równe 
i równolegle; 5) dwakaty pr Hart! ownE, a dwa 
boki przeciwległe równoległe (fiz. 59)., ponad 

1) Zak. Kąt A==0, kąt B=D; uważam że a A-LB 
+ C+D=2IL przeto 2A 2B—=2I] a tóm sanóćm A+ 
B= linia AD równoległa do BG, gdyż z poprzeczną 
AB. czynią kąty jednostronne wewnętrzne dopełnia. 
jące się (18. Wn. 1); dla podobnój. prgyezyny i BĘ 
równoległe dy BOO e ZA a 


9T 


2) Zahi: Bok AB=DE i BG=AD. Trójkąty BDA 
i BDC mające po trzy boki równe, mają kąt ADB== 
DBC i kąt ABD—BDC (98), przeto linia AD równo- 
legla do BC vAB-do; DC, jako czyniące kąty naprze- 
mianległe równe. > 00 gil Miaa 

'8) Zak. EB=ED i EA=ECH Trójkąty AED i BEC, 
jako mające po dwa boki równe z założenia i kąty 
między nimi zawarte równe jako przeciwległe, mają 
kąt EDA==EBC a tóm samém i AD.równolęgłe dn BC; 
dla podobnćj przyczyny i AB równoległe do DC. , 

4) Zak, Bok BG równy i równoległy do boku AD. 
Trójkąty BDC'i BDA mające. p” dwa'boki równe i 
po, kącie zawartym. równym, t.j. bok BD wspólny, 
bok BCAD z założenia i, kąt, CBD==BDA. jako: na- 
przęmianległe, mają kąt BDC=DBA , przeto DC ró; 
wnoległe da AB. alb „£ sa siabną A ulouq e, 

5) Zak. Kat CA bok DC POI, do AB. 
Trójkąty BDC BDA: mające bok BD wspólny, kąt 
CA zzałożenia i kąt BDG=DBA, jako naprzemian- 
ległe, mają kąt DBC=BDA (97, przeto DA równo- 
ległe do GB, gdyż czynią/ z. BD kąty KRUS 
równe, ajabsq HA „A nn AUD qaswytolo 

Wr.” Romb jest koshióleglddikióże j bóć ma koki 
przeciwległe równe; prostokąt: jest rówńoległobo- 
kiem „bo ma kąty przeciwległe, jako kryiettnoś» 
kwadrat jest również równoleglobokiem, b ma kąty 
przeciwległe równe, jako proste: wrzdlómika Ro wszy- . 
sikie boki równe, gdyż boki przeciwległe w równo= 
ległoboku sąysobie równe, Własności więc równole- 

13 
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głoboków ściągają się do orga cym i 
96 Abe TULI iFoq odytóm IAA 
"A y or f f Wad 

u7: Tw. W rombie przen + sa do siebie pro- 
stopadłe (fig. 60'. Polisin 

„Trójkąty ACE i CED mające po trzy boki równé AE 
RD; jako w równolegloboka (115. /c:), BC wspól- 
nyi AC=CD' t założenia, mają i kąt AEC=CED; a że 
te kąty są przyległe i równe, więc są yoti « żacy 
kątnia CB prostopadła do AD, 

"Wn. Przekątnie w rombie połowią jego katy, śl 
kąt ACE=ECD'isą jego osżami symelryć, gdyż twój: 

kąt CDB obracany około CB, przystanie do trójkąta 

CAB, prostopadła bowiem ED padnie na swoje prze- 
dłużenie dla równości kątów prostych DEQ i CEA, 
zaś punkt D padnie na A, dla równości linii ED z EA. 
Punkt E przecięcia się osi jest środkiem symelryi, 
lecz że ósie są prostopadłe, przeto on jest zarazem 
i środkiem figury. I tak linia GH połowi się w pun- 
kcie E; gdyż położywszy ADB na ADC, EB przysta- 
mie do EC i EH padnie na EH" tak, że kąt BEH== 
CEH’; położywszy CBD na CBA, EH” padnie na EG 
dla równości kątów HECi CEG równych katówi HEB; 
a że EH=EH" z przeniesienia, zaś, EW=GE z prays 
stawania pno EH=E G.» ETE 
f 48. Te. w pr m 47 przekąne i są sóbie ro- 
wne (fig.61) 00000: ró Ajlod 3 

Trójkąty ACB i BDC mające po ddia boki i po ką- 
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cie zawartym równym, bok AB=CDi BC, wspólny, 
a katy zawarte proste ,+mają i bok ACHBD. 7 utod 
Lo Wid.: Prostopadłe HK i FG poprowadzone z puń- 
ktu E/ przecięcia się; przekątnych do bóków równa: 
ległych , przechodzą przez środki tych boków, jako 
prostopadle trójkątów równoramiennych AED BEC 
tudzież DEC i AEB (90. Wn. 3), i są osiami sytme: 
tryi prostokąta, gdyż HCDK obracane około HK 
przystaje do HBAK, podobnie i FBCG dò FADG. 
Osie te są względem siebie prostopadłe; jako równo- 
legła, do linii AB BC prostypadłych; przeto punkt 
ich przecięcia się jest środkiem symetryi i środkiem 
ligary czyli wszystkie linie. |przóz pe R p 
- dzące połowią się w nim. 

Wn. 2. Kwadrat ma EE boki równe i wszy- 
stkie kąty proste, przeto jest czworokątem foremnym 
a: zarazem rombem i prostokąlem, ma więc cztery 
asie symetryi: dwie przekątne (fig. 62) AD i BC, jak 
w rombie; dwie zaś równolegle do boków HK i FG, 
jak w prostokącie t. j. liczba osi symetrji riigas Mia- 
bie boków, 

SAQ Tar W trapezie AC linia FE łącząca sérot 
Fi i E boków nierównoległych AB i CD, równa śię pd- 
łowię summy dwóch jego podstaw BC i AD gtit: do 
nich równoległa (fig. 68). ny W „za 121 

Prowadzę przez punkt E linię HG dhli do 
AB; trójkąty CGE KHED mające po buka równym, 
CE=EDJi po dwa kąty przy nim leżące równe CEG 
=HED; jako przeciwległe i GCE=EDH, jako tiaprze- 
miauległey mają HD=CG i GE=EH; W zatóm GE= 
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BF jako półowy boków przeciwległych równoległo- 
boku AG(I15, 6.)Alinia Et? równołazła do BG(116, 
4.) Summa podstaw AD4+BC=AH+-BG, gdyż od 
pierwszój AD ódjęliśmy tyle, ile dodaliśmy do drugićj 
podstawy BC; a że linia FE łącząca środki boków 
nierównóległych, równa się tak linii AH jak 1 BG 
(115, 6:), przeto jest równa połowie ich sammy, a 
tóm samóm i połowie summy podstaw. 00, 1951 
'Uwi Jeżeli trapez AC jest symetryczny, to prosto+ 
padła KL wyprowadzona ze środka podstawy BC nà 
druga podstawę, jest jegoosżą $ymelryi: Kąt A=D 
toi kąt B=C, jako dopełnienia; obracając trapez pro» 
stokąlny KCDL około KL, przystanie on do trapeza 
KBAL, gdyż KC przystanie do KB i t. d: | ab 
ma wlod gli 
„180. Tw. | W.tesorokqoie AG mającym ideji Arka 
ciwległa Aj GC nroste, środek: E przekątnej BD łączas 
cćj dwa inne katy, jest równo oddalony odj powa 
chołków Ay B G, D.(fig.-64). 1 6x orwb admit w 
¿Punkt E jako środek przec jwprostołatnóp Rp; jest 
równo oddalony od wierzcholków B, C, DAD, A, RY 
przeto od A aiy wiemóhnikóW czworoókąta 
ABCD.. 00 WŁA rinin AR ddóć A r W 
121. Zg. W, jki eślić a) Róiwnośagłobabi: Y dig 
dwa, boki i kąt między niemi zawarty; 2) mając prte- 
kalng i kąt między niemi zawarty (fig. 59); ,: 
04) Kreślę kąt dany BAD, na jedaóm ramienia od-' 
cinam jeden bok/ dany AD, na drugićm zaś/drugi bok 
dany AB; przez koniec pierwszego boku D prowadzę 
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DG równoległą do boka drugiego'AB, zaś przez ko- 
niec drugiego boku B, prówadzę BC równoległą do 
pierwszego boku AD, a a uje ej Jee żadnymi 
równoległobokiem (114). pa 

2) Kreślę kąt dany AEB, na ramieniu BE. „pdęinam 
połowę jednój przekątnej, na dragiem ramienia poło- 
wę drugićj przekątnej, i przedłoażam je za wierzcho- 
lek E' o ich wielkość, punkta A, B, C, D' łączę proste: 
mi i otrzymam równoległobók żądany (116, 3.). 

b) epei- aoi bok o p sy st „Przekdine 
(fig. 60). Í 

1) raki, rów dań nia aba Palota daciiaih 
bok dany'i postępuję jak z równoległobokiem; 2) 
kreślę lmie AD i BC pod kątem prostym, od pankta 
E ich przecięcia się na' pierwszą przeńószę, w obie 
strony połowę pierwszćj przekątnój, zaś na drugą, poż 
łowę drugićj przekątnćj, w sai iniaa poe A, c 
Dy B dają romb żądany. ' 1 In - 

6) Prostokąt." l) niupan hia Wk, gj | ed ód 
są między miemć' zawarty (ig drj hb oh sth 

9) jak w rówioległóbokii; *tylko że kąt zawarty 
między bokami danemi jest prosty; 2) że posie 
si równe. | 

ud) Trapez kjhj Y» mając tbyjsokóść i podsta: 
wy (fig. 63). (14 ghp Horda 

Na linii nieóżiraniekońj ódeinam wysokość KL, 
z punktów K i L prowadzę prostopadłe BC i AD a 
z obu ich stron odcinam połowę” podstaw; puńkt A 
z BiC z D łączę pr Rona a opune jedi nódoę [R 
Wn.3). 111 
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od 2% Z. Klneze „sklepieniac (fig. 65} płaskiego} 
ciosane, iZ, kamienia ,. 'w przecięcia pionowóm: mają 
kształ irapezów. Środkowy. jęsi Aropezem symetry; 
cznym, końcowe zaś prostokątnemi: 10000001 
aniobo „Aba insime1 sn „ATA yno 14 l 
„123, ZL. „Za pomocą ported możn toà 
Poslękowy , si wsteczny po prostej) zamienić na ruch 
poslepowy, i wsteczny po, kole 4 Jona ruch świódziieć 
wy i nawzajem, (fig, GG utgsloneró M 
„Niech promieniemruchu, rabadlawtcon bedzię AE, 
a przestrzeń przebiegana ruchem po prostćj (dd? t.j; 
drag jakikolwiek podnosi się i opada w ten sposób, 
że koniec jego przebiega tą linię. Cheąc za pomocą 
tego ruchu, nadać ruch wahadlowy przez środek J 
prostój dd” prowadzę prostopadłą JE, na którćj od 
dowolnego. punkta A” odcinam AVE, równe danemu 
promieniowi itym. promieniem. a E kreślę łuk AAA”, 
zaś promieniem mniejszym ER! 2 tego samego. środ! 
ka, luk BB'B". Z punktem d.i d prowadzę prosto- 
padle do dd’, aż do spotkania się z łukiem AAA" 
w punktach A i A” i do. tych punktów prowadzę pro- 
mienie EA i EA” przecinające lok BRB? w Bi B”. 
Na prostych równych sobie, jako różnice równych 
promieni, AB, A'B i AB”, kreślę rów noległoboki, 
których bok drugi , równy prostój AD, tak; aby jego, 
kadoszaddóweł się na linii dd. Równolegloboki 
te mają boki równe, przeto gdy boki te'są ruchome 
qkobo, wierzęhołków, równolesłobok BD” posuwa- 
jac sięz promieniem: BA? mając wierzchołek D" 
na dd’, zamieni się na równoleglobok B'D', (skora 
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promień EA” przyjmie położenie. EW, zás na równo. 
ległobok BD, wtenczas gdy promień przyjmie poło- 
żenie, EA. 

"Umiaści siwszy więć, na dig Obracającym się | oko- 
ło E, rów nóległobak i i przytwierdziwszy j jego, wierz 
r wg do końca podnoszącego się „draga dd; z 
ten przy  podnośzeńńii się swojćm podnósić. tela 
are AE opisujący końcem AP Tak AAA 

"W czasie tego rúchu wierzchołek © opistje: tak 
eG którego środek jest w G. Chéje więc ruch 
wahadłowy” pa A”A'A /żamienić na ruch po prostej 
dd, przytwierdzamy drag GC”, a w czasie obrotu 
promienia EA” po łuku A” AAY wierzchołek D po: 
suwać się będzie po prostej dd—Cięciwa pe łaku 
paeis równa ra as) dd! Upa gja doch 

dul pzz 

1%. Zi. Za pomocą rombu można żamienić.rneb 
po prostćj GH, na rach po prostćj KF, prostopadlćj 
do jéj środka” fig. 67). Przez dowolny punkt D pro- 
stój EF, i końce prostćj GH prowadzę linie, na któ- 
rych odcinam DC=DA i dopełniam romba, którego 
wierzchołek B znajduje się także na EF (11%), Boki 
rombu swobodnie mogą się obracać okolowierzchoł- 
ków, przybliżająe więc końce Gi H dv środkactejli-- 
nii, wierzchołek B owa się: A Si prostopa=' 
dléj: EFzo wso w Aa| l m Aup 

Aby rach wahadłowy podaku GEH ( figa 6%, zamieć 
nić na prosty Db, po prostopadłćj do środka cięciwy 
tego łuku; punkt I) przytwierdzam nierachomie, to 
w czasie: przybliżania się punktus G i, H do'F romb. 
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AC. zwęży się i punkt B posunie się w pir po Dh 
prostopadłéj. do Ghia v dtsia WAG 


125. ZŁ. Jeżeli boki kwadratu | (lig. 69), zodriali- 
my na równe części i poprowadzimy linie równole- 
głe do boków, to kwadrat, podzieli się na kwadraci- 
ki, których przekątnie stanowią jedną linię AD, gdyż 
one połowią kąty kwadracików; Podobnie przeką: 
tne prostokątów, utworzonych zdwóch kwadracików, 
mających kąty przeciwiegle , stanowią jedną prostą 
jak TR; to samo ściąga się do prostokątów złożonych. 
z trzech kwadracików it. d. Dla tój to przyczyny po» 
dobna szachownica używa się przy zasadzaniu ogros; 
dów spacerowych, drzewa bowiem zasadzone w pun- 
ktach przecięciasię, w każdymkierunku stanowią gęst- 
szą lub rzadszą aleję. Szczotki druciane do czesania 
war robią się w upadolmy sposób. o px v ĄVi 

i il 14 (t i SEULU Í 


A In) Wiusnośa wcońątów. M 


126. Wielokątem stypoktjca żowie się linia łona 
na wypukła, leżąca na płaszczyznie , lub część: pła< 
szczyzny „n ograniczonój tą linią łamaną. Trójkąt i 
czworokąt są także wielokątami, jeden o trzech, zaś 
drugi o czterech bokach. Nazwiska: kąt, boki, przew 
kątnia, mają toż samo znaczenie jak w czworókącićv 
Wielokątbierze nazwisko:ód liczby boków lubkątów, 
i tak zowie się piecioliatem lub pięciobokiem gdy ma 
pięć boków a tóm samém i pięć kątów, sześciokątem 
itd.  Wielokąty le'są wielokątami pierwszego rzę= 
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da, Jeżeli ich boki oddzielone jednym bokiem, prze: 
dłażymy do spotkania się z sobą, otrzymamy wielo: 
kąt drugiego rzędu; gdy przedłużymy boki oddzielo- 
ne dwóma bokami do spotkania się z sobą, otrzyma: 
my wielokąt trzeciego rzędu i td. Stąd widzimy, że 
boki wielokątów są odcinkami ograniczonómi pro- 
stych leżących na płasżezyznie. Wielokąty zowią się 
foremne, gdy mają wszystkie boki i kąty sobie równe. 
Widzieliśmy już trójkąt i czworokąt foremny— trój- 
kąt równoboczny był zarazem i tównokątny, czworo- 
kąt mógł być równoboczny nie będąc równokątny 
jak romb. W każdym galanku wielokątów jest jeden 
foremny i tak: otrzymamy pięciokąt foremny żesta- 
wiając wierzchołkami pięć trójkątów równoramien: 
nych równych.których kąty przeciwległe podstawie są 
piątą częścią ZII— podobnie otrzymamy foremny sze. 
ścio-kąt, siedmiokąt i ti di 

Wielokąt zowie się parzystym, gdy ma parzystą li- 
czbę boków, w przeciwnym razie zowie się niepa- 
rzysłym. Wielokąty drugiego, trzeciego i t. d. rzędu 
, otrzymane z wielokątów foremnych, zowią się giia- 
śdzisiemi. OŚ symetryi tak jak w trójkącie i czworo- 
kącie, jestto linia dzieląca wielokąt na dwie części, 
przystające w czasie obrotu jednćj z nich około tćj 
linii, t.j: mające boki i kąty równe w przeciwnym po- 
rządku. 


121. Tw. Summa kątów w wielokącie równa się 
tyle razy wziętym dwóm kątom prostym, tle on ma 
więcej boków od dwóch. 

14 


www.rcin.org.pl 


106 


Poprowadziwszy bowiem. z wierzchołka jednego 
z kątów przekątnie do wierzchołków nieleżących przy 
ramionach tego kąta, wielokąt podzieli się na tyle trój: 
kątów, ile ma boków, mnićj dwa; a że w każdym trój- 
kącie summa kątów równa się dwom kątom prostym, 
przeto we wszystkich trójkątach czyli w wielokącie 
summa kątów równa się dwom kątom prostym, tyle 
razy wziętym ile wielokąt ma boków mnićj dwa. 

Wn. 1. Summa kątów zewnętrznych wielakąta ró- 
wna się 21l;—gdyż przy każdym wierzchołku kąt we 
wnętrzny z zewnętrznym równa się dwom kątom pro- 
stym, przeto summa kątów wewnętrznych z zewnę- 
trznemi równa się dwom kątom prostym, tyle razy” 
wziętym, ile wielokąt ma boków; a że wewnętrzne 
równają się [l wziętema tyle razy ile wielokąt ma bos 
ków bez dwóch, przeto na, zewnętrzne pozostaje, Il 
wzięte dwa razy, czyli cztóry kąty proste. 1, 

Wn. 2. Jeżeli kąty w wielokącie są sobie równe, 
to wielkość każdego. otrzymuje się dzieląc summę 
wszystkich kątów przez ich liczbę. I tak w trójkącie 
summa kątów równa się Il raz wziętemu, to kąt trój- | 
kąta równokątnego równa się % kąta prostego, kwa- 
drata %=1 kątowi prostemu, pięciokąta, (5—2)2=6 

G->$ 
kąta prostego, Ban e iare, (6—2)x 2=8 kola pro- 
stego i t. d. "0 „MĘ 


128. Tw. W wielokącie foremnym ABCD.., linie 
AO, BO, CÒ... połowiące kąty A, B, C- są sobie ró- 
wne i przecinają się w jednym punkcie 0. (fig. 70). 
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Prowadzę linie AQ i BO polowiące katy A i B, one 
przetną siew punkcie O, gdyż summa kątów jedno- 
stronnych wewnętrznych, jaka równa: kątowi wieloką- 
la, jest mniejsza od I, linie te są sobie równe, jako 
leżące naprzeciw kątów równych (61. Pankt O łączę 
4 wierzchołkiem następnego kata C, trójkąty AOB i 
BOC mające po dwa hoki i po kącie zawartym ró: 
wnym,—0B wspólny, BABĆ jako boki wielók. for., 
kąty przy B równe z wykreślenia —mają i kąr O X B= 
OCB, a że ONB jest polową kąta A, więć r OCB jest 
yołową kąta C równego kątowi A, czyli linia OC po- 
bia Gi jest równa linii OA, Podobnymsposobem 
dowiedlibyśmy, że linie OD, OE... polowiąkąty DB.» 
i są równe liniom OA; OB... rm rj 
| Wan. 1. Punkt O leży na połowiących kąty wielokąt 
la, przeto jest równo oddalony od jego boków (162) 
czyli prostopadłe, wyprowudzone z punktu © na boki 
wielokala są sobie rowne, przylćm proslopudłe te po: 
łowią boki, jako w trójkątach symetr. (91. Wn. 3). 

Wn. 2. Kąty zawarte między liniami polowiącemi 
kąty wielok, są sobie równe, gdyż leżą w trójkątach 
mających po trzy boki równe; prostopadłe zaś na bo- 
ki półowią te kąty jako osie symetrycznych (rój, (91 
Wn. 3), zatćm kąty zawarte między liniami po sobie 
idącemi, połowiącemi katy a prostopadlemi polowią- 
cemi. boki są sobie równe a lém samóm i kąty zawar- 
te między prostopadlemi są także równe. GRWR 
kąty te sączęścią 21l wyrażoną przez liczbę bok w. 

129. Tw. od. Wielokal jest foremny, gdy linie po< 
lowiące jego katy są sobie równe i schodzą sie w je- 


dnym punkcie (hg. 7000000000 
" Linie OA i OB są sobię równe, przeto kąt OABR—= 
OBA, a że one są połowami kątów A i B, przeto kąt 
A=B, podobnym sposobem dowiedlibyśmy że i wszy- 
stkie kąty są sobie równe. Trójkąty AOB i BOG ma- 
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jace bok OB po? kąty przy B równe z założenia 
i kąt OAB=OCB, jako połowy kątów A 1 C równych, 
mają bok AB=BCV7): podobnym sposobem dowie- 
dlibyśmy że i pozostale boki są sobie równe, => ~ 


130. W wielokącie foremnym liczba osi symelryi 
rowna się liczbie bokow. ra U 
de Wwiel. parzystym linie polowiące katy prze- 
ciwiegle. stanowią jedną linię prostą, bo liczba kątów. 
zawartych między idącemi po sobie liniami połowią- 
cemi kąty, z obu stron lych (wi jest jednakowa, gdyż 
yrzeciwiegłe wierzchołki są oddzielone z obu stron 
jednakowa liczbą boków: a żele kąty są sobie równe, 
przeto isummy ich z obu stron linii polowiących prze- 
ciwlegle kąty są sobie równe i równają się Jl; linia 
ta jest osią symelryi, bo jedna połowa w.elokąta obra- 
cana około nićj przysiaje do drugićj; liczba tych osi 
równa się połowie liczby boków. Linie prostopadle 
do środków boków przeciwległych dla podanćj przy- 
czyczny składają jedną linię prostą będącą osią sy- 
metryi. i liczba ich równasie liczbie poprzedzających. 
20 W wiel. nieparzystymelinia polowiąca kąt z pro- 
slopadlą do Gródka boku przeciwległego, stanowią 
jedną linię prostą, gdyż liczba kątów zawartych mięs 
dzy liniami po sobie idącemi półowiącemi kąty a pró 
sloj adr do środka boków jest jednakowa —onesy 
orinni symelryi a liczba ich równa się liczbie wierz” 
cholków. w Miir 01 
131. Zg. Narysować nd dunym boku wielokąt fo- 
remny (Ñg 10): iadaa WYJ 
Wynajduje kąt wewnętrzny wiolokąta foremnego 
i przy boku danym AB prowadzę linie BC, pod tym 
kątem; odcinam BCZAB 4 przy punkcie G kreślę kąt 
równy kątowiBih da onis siać a AAO 
r32. Zg: Na danym wielokącie ABCD.. opisać wie 
takyto pudwójńćj liczbie boków (Wig. 40: 0000. 
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Przedłużam prostopadłe OL, OR i t. d. tak aby 
one z przedłużeniem równały się liniom półowiącym 
kąty wielokąta, i koniec ich łączę ź wierzchołkami 
wielokąta, tym sposobem utworzy się wielokąt fores 
mny, o podwójnćj liczbieboków Wielokąt NEP..jest 
foremny, gdyż linie NO,EO,PO it, d. równe z wykre- 
ślenia połowią kąty N, EP. i t. d.; trójkąty bowiem 
NLF i NLE tadzież NLE i EPK mające po dwa boki 
ipo kącie zawartym prostym: pierwsze mają kąty 
przy N równe, a drugie kąt NEL=PEK (129), 

133. Zg. W dany wielokąt foremny ABCD... wpisać 
1) wielokąt o tej samej, 2) o podwójnej i 3) o dwa ra- 
zy mniejszej liczbie boków (fig 11). 

1) Końce linii poławiących boki rączę liniami pros 
stemi, i otrzymam wielokąt żądany; linie bowiem Oa, 
Ob... połowią kąty a, b... i są sobie równe, gdyż trój- 
kąty lOa i Qab mające po dwa boki: Oa wspólny, 0f= 
Ob i kąty między nimi zawarte równe, mają ikąt Qaf 
=(ab. 

2). Na liniach połowiących kąty, odcinam linie Og, 
Oh, równe liniom połowiącym boki i końce ich łączę 
2 końcami linii pyłowiących boki, atym sposobem 
otrzymam wielokąt żądany; liniebowiem Qa, Og Ob, są 
sobie równe żwykreślenia i połowią kąty a,-g, b...ba 
trójkąty Apa, aBy, gBb, pierwszy z drugim mają kąt 
paA=gaB, zaś drugi z trzecim kąty przy g równe (92) 

3). Łączę wierzchołki linii połowiących kąty, opu- 
sżczając jeden, i otrzymam wielokąt żądany; gdyż 
w trójkątach BAF i FED bok BF—=FD (92); w trójka: 
tuch FOB i FOD kąt OFB=OFD (93) czyli linia FO 
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psłowi kąt F, dla podobnej przyczyny OD połowi kąt 
. D zaś te linie są sobie równe. 
34. Zg. Nadunym boku narysować szešciokat p: 
remny (hg 10). 


Kąt sześciokąla foremnego = kn kąta prostego 


czyli zł =120', kąt zaś trójkąta foremne- 
go—=60", jeżeli więc narysuje sześć trójkątów forem- 
nych na danym boku, mających póki” ga papom 
otrzymam sześciokąt żądany. 

Albo na boka (hg 72) AB, trzy razy większym od 
boku danego, kreslę trójkąt foremny ABC i na każdy 
bok jego przenoszę bok sześciokąta trzy razy; zee 
ły odpowiednie łączę prostemi, i otrzymam sześcio- 
kąt żądany. Boki jego są sobie równe, zforemności 
trójkątów Aaf eCd, Bbc; kąty zaś są równe, jako ró. 
wne dwom kątom trójkąta foremnego. 


135. Zg. W dany kwadrat ABCD wpisać ośmio- 
kąt foremny (fig. 13). 

Prowadzę przekątnie AC i DB, i na każdym boku 
odcinam połowę przekątnćj, zakreślając nią łok z każ» 
dego wierzchołka; pankta podziałów: I z H, Gz Eit. d. 
łączę prostemi i otrzymam wielokąt żądany. i 

Trójkąty prostokątne EDG, FCMit. d. są równora; 
mienne; gdyż przyprostokąlne są różnicą między bo- 
kami kwadratu a półową przekątniej, przeto kąty ich 
ostre mają po 45% kąty więc G, E, F... wielokąta ja- 
ko kąty zewnętne tych trójkątów prostokątnych ró- 
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wnają się 00%+45=1359, są więc kątami ośmiokąta 
foremnego “Linie OA, OD.: połowią kąty kwadratu 
przeto kat OAG—=450w trójkącie więc AQG, bok AO 
==AG zwykreślenia, przeto kąt 0—=G, aże summa ich 
równa 180—45? (80. Wn. 3) t. j. 135? przeto kąt 
HGO równa się połowie kąta HGE, a zalćm linia OG po- 
łowi ten kąt, dla podobnej przyczyny linia OE poło- 
wi kąt Eit d: Trójkąty OGE,OEF i t. d. są równo- 
ramienne, gdyż kąty ich OGE, OEG jako połowy ką- 
tów wielokąta G, E.. równych, są sobie równe, więc 
linie OG, OE... są także równe; aże one połowią ką- 
ty i przecinają się w jednym pankcie O, przeto wie- 
lokąt GEFM.. jest foremny (129). 

136. Zg. Z danego wielokąta foremnego naryso- 
wać wiełokąt gwiaździsty 2", 39,1 t. d. rzędu (fig. 14) 

Przedłużam boki opuszczając jedeń' i otrzymam 
wielokąt 2? rzędu a” b” ć d’... opuszczając dwa otrzy- 
mam wielokąt 39 rzędu a” b” ©” ds... it. d Z ośmio: 
kąta więc abc... można otrzymać dwa tylko wielo- 
kąty; gdyż opuszczając trzy boki będziemy mieli ho- 
„ Ki fe zab i t. d. równoległe, a tém samem nieprzeci- 
nające się; liczba więc” wielokątów gwiaździstych, 
tworzących się z wielokątów foremnych jest ograni- 
czona: 

131. Zł. Rysowanie taflowych posadzek za pomo: 
cą wielokątów foremnych i czworokątów. 

Gdybyśmy miejsce około jednego punktu, zapełnić 
chcieli kątami wielokątów foremnych, moglibyśmy 
wziąć kąty tylko pewnej liczby tych wielokątów, 
gdyż dlazapełnienia miejsca, potrzeba najmniej trzech 
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kątów, a ich samma powinna się równać AI. Zapeł: 
nić więc możemy tylko kątami trójkąta, kwadratu i 
sześciokąta, kąt bowiem pięciokąta ma 1087 (127, 
Wn. 2); przeto 3 czynią mniej od 2ILt. j. 3249, zaś cztery 
więcćj t.j, 432%; trzy kąty siedmiokąta, atóm bardzićj 
wielokąty o więcćj bokach;czynią więcćj od2II. Lecz 
używając kątów, niejednego wielokąta, do zupełnienia 
miejsca okolo punktu, w większćj liczbie przypadków 
możemy zapełnić to miejsce. To nam służy za zasa* 
dę do układania taflowych posadzek z wielokątów 
foremnych, i tak: 

a). Z wójkątów foremnych (fig. 75) 

1). Na linii nieograniczonćj przenoszę od A do B 
bok Ah trójkąta, mającego być taflą, dowolną liczbę 
razy t. j. 5: na tej linii kryślę trójkąt foremny ACB 
(109, 2%i na boki Ac i BG przenoszę ten sam bok 
Ah. 2) Punkta odpowiednie podziałów łączą liniami 
prostemi: h z punktami a,i, i z punkiem bit. d.a otrzy. 
mam posadzkę żądaną. Trójkąty bowiem Aih, cCa; 
bBk, są foremne gdyż bok Ah=Ai przeto kąt i=h; 
a że kąt A==60', jako kąt trójkąta foremnego BGA 
(91. Wn. 2),więc kat i + hb=180*—60'=l1207, czyli 
każdy z nich ma po 60" Bok Ah=ca, jako bok trój. 
kątów foremnych Aih i cCa, mających bok Ai=eC; 
[inia Acha, gdyż każda z nich zawiera w _ sobie 
4 razy bok tafli, przeto czworokąt Acah jest równo- 
ległobokiem (116,2) zatém ma boki równolegle, dla 
podobnej przyczyny i czworokaty Cahi, aCkb, caBk 
bBhi, bkAi są równoleglobokami, imąją buki równo* 
ległe. Lecz że trójkąt hil jest foremny, jako równy 
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trójkątowi Aib, gdyż czworokąt AI jest równoległoż 
bokiem (114); i trójkąt lid jest także foremny, 
jako mający boki idiil równe, kąt zaś i=A (78) 
jest kątem trójkąta foremnego. Podobnym sposobem 
dowiedlibyśmy, że i drugie z porządku linie są ró- 
wnoległe do boków trójkąta i t. d., przetó boki utwo* 
rzonych trójkątów są równe bokom trójkąta Aih, idl 
i t. d., jako równoległe zawarte między równoległe: 
mi (115, b). Posadzka taka jest nietrwała, gdyż 
sześcią kątami zapelniamy miejsce około jednego 
punkta. 

Czworokąty Ailh, iled... są rombami, gdyż prze- 
kątnia Al prostopadła do przekątnićj ih (91. Wn. 4); 
przeto chcąc pokryć posadzkę taflami mającemi kształt 
rombu, łączymy podziały h z a....i z b...;lub z rom- 
bami niezawartemi między równo liniami ległemi jak 
hilg i dile, i wtedy łączymy h z iati z b... 

Sześciokąt defghi jest foremny, jako składający 
się z sześciu trójkątów foremnych (126); otrzymamy 
posadzkę złożoną z tafli sześciokątnych, gdyż boki 
trójkątów zrysowanych ołówkiem, naprowadzimy tu- 
szem, opuszczając dwa. 

Posadzka taka jest trwała, gdyż w nićj najmniejsza 
liczba kątów wchodzi do zapełnienia miejsca okolo 
jednego punktu. 

Z tychże trójkątów otrzymamy posadzkę złożoną 
z sześciokątów i trójkątów (fig. 16), i miejsce około 
jednego punktu zapełniać się będzie dwoma kątami 
sześciokąta i dwoma trójkąta: jeżeli opuszczając je- 
den, naprowadzimy boki trójkąta, sześciokąt kagbhi 

15 
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z trójkątami bhl íhib. Przytóm możemy jeszcze otrzy- 
mać w środku posadzki sześciokąt gwiazdzisty abedef. 

Otrzymamy zaś posadzkę zlożoną z sześciokątów 
i rombów (fig. 11): jeżeli opuszczając jeden bok 
trójkątainne naprowadzimy tuszem tak, aby boki na- 
prowadzane leżały nad sobą. Miejsce przy jednych 
punktach c, d.. zapełnia się trzema kątami, a przy” 
drugich b, e.. czterema. P 

b) Z kwadratów, prostokątów i rombów. 

1) Przenoszę połowę boku kwadratu na dłagość, 
zaś cały bok kwadratu na szerokość prostokąta BAC 
(fig. 15), mającego się zapelnić kwadralami; przez 
podziały szerokości AC prowadzę linie ciągnione, ró- 
wnoległe do AB, zaś przez podziały długości AB prze- 
rywane, równoległe do AG i utworzy się posadzka 
żądana, gdyż czworokąty utworzone przez te linie 
mają boki równe z odcięcia i kąty proste, jako ró- 
wne katom prostokąta (15. Wn. 9). 

2) Z prostokątów. Albo: podobnie jak z kwadra- 
tów, przenosząc połowę podstawy na AD (lig. 79), 
zaś wysokość na AB. Albo: jeżeli prostokąty mają 
iść w zygzak (fig. 80), na prostokącie ABCD mają- 
cym się pokryć prostokącikami, odcinam DE i CE 
równe wysokości DC, to czworokąt FDCE jest kwa: 
dratem a przekątnie jego FC i DE są prostopadłe 
(118. Wa. 2). Od punktu G, przecięcia się przeką- 
inich, przenoszę na nie w obie strony wysokość pro- 
stokąta, będącego taflą, a przez punkla ztąd otrzy. 
mane jednćj, prowadzę ołówkiem linie równoległe 
dó drugićj; tym sposobem prostokąt ABCD. podzieli 
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się na kwadraciki, mające za bok wysokość tafli. —Na 
przekątnię FG przenoszę podstawę tafli i przez pun- 
kta ziąd otrzymane prowadzę OMH, JK... równoległe 
do AD. Proste równoległe do przekątnićj FC, napro: 
wadzam tuszem aż do prostćj OH, poprowadzonćj 
ołówkiem; proste równoległe do ED, naprowadzam 
tuszem od prostych poprzednio naprowadzonych gf, 
Ii... do JK itd. Lecz w takim kresleniu podstawa 
tafli powinna być dwa, trzy i tsd. razy większa od 
wysokości, inaczćj proste OH, JK.: niebyłyby prze- 
kątniemi kwadracików, a tém samém nie leżałyby na 
nich kąty prostokątów. W tym przypadku naprowa- 
dzamy tuszem proste równoległe do ED, zawarte 
między AD i OH, a następnie przez punkta e, f, g, h,i.. 
prowadzimy równoległe do FC, zawarte między li- 
nią leżącą pod punktami f, i.. a prostą JK; i t. d. 

3) Z rombów. Kreślę ołówkiem posadzkę, złożo- 
ną z trójkątów foremnych, mających bok tafli rom- 
bowój a potóm naprowadzam boki tuszem, opuszcza: 
jąc trzeci (fig. 81); posadzka ta jest zarazem gwia- 
ździstą, gdyż romby po sześć schodzą się w jednym 
punkcie F, G, J... i jest zarazem złożona z sześcio- 
kątów, które można uwidocznić przy układaniu tafli. 

c). Zaśmiokatówi kwadrató w fig. 82). Na podstawie 
i wysokości prostokąta AC, mającego zapełnić się ta- 
flami, odcinam oś symetryi tafli, łączącą środki boków 
równoległych, i przez punkta ztąd otrzymane jedne- 
go boku, prowadzę linie równolegle do boku: drugiego, 
tym sposobem otrzymalem kwadraty, w które po wpi» 
sywać należy ośmiokąty foremne (135). Dla skróce- 


www.rcin.org.pl 


116 


nia roboty, po wpisania w pierwszy kwadrat AK, 
ośmiokąta aefMo... przenoszę linię Aa w, obie strony, 
od każdego wierzchołka kwadratu F,H...q,f i punkta 
czg, dzh i t.d. łączę prostemi przerywanemi tak, aby 
ciągnione były zawarte między leżącemi przy sobie 
bokami kwadracików. 

d). Z dwunastokąta i trójkątów foremnych (fig. 
83). Na boku danym dwunastokąta AC, kreślę trój- 
kąt foremny ABC, prowadzę oś jego symetryi DB, i 
na jój przedłużenia odcinam BE=AC i EF=BD. 
Z punktu E wyprowadzam HG prostopadłą do EF, i 
odcinam FG i FH równe połowie AC a trójkąt EHG, 
jesttakże foremny, jako przystający po położenia pod- 
staw do trójkąta ABC i t. d.. Wielokąt tym sposobem 
utworzony eBEg...jest f remny, gdyż z wykreślenia 
ma boki równe, kąty zaś jego B, D... równają się II 
bez połowy kąta trójkąta foremnego t.j. 1800—30«6—= 
1500, jak w dwunastokącie. 


D) Odcinki zbiegających się połączonych z równoles 
głćmi czyli proporcyonalność linii, 


138. Tw. linie równoległe EF,GH,IK dzielące je: 
dng ze zbiegających sie AB, na odcinki EG i Gl ró- 
wne, dzielą także i drugą CD na odcinki równe FH i 
HK (fig. 84). 

Przez punkta E i G prowadzę EL i GM, równole- 
gło do CD (81), to EL=FH i GM=HK (115 b). 
Trójkąty GEL i JGM mające EG—=GI, kąt EGL-=GIM 
jako jednostronne względem poprzecznój AB, równo: 
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ległych GH i IK; kąt GEL—IGM; jako jednostronne, 
równoległych EL i GM (78 Wn. 2), względem tój 
samćj poprzecznćj;—mają i bok EL=GM, a tém sa» 
mém FH=HK, 

Wn. Jeżeli odcinek BG > GI, to i odcinek CH > 
HK. Prowadzę równoległe BN=CH i GM=HK  bio- 
rę GE=GIi prowadzę EF równolegle do GH, to EL 
—=FH jest mnićjsze od CH, aże EL=GM—=HK, prze“ 
to iHK = CH. Równolègte więc dzieląc jedną ze 
zbiegających się AB na części nierówne, dzielą także 
i druga tak, że naprzeciw większego odcinka jednój, 
leży odcinek większy drugiej. 


139. Tw. gł. Odcinki EG, GLFH, HK zbiegających 
się AB i CD, utworzone przez równoległe EF, GHi 
IK są proporcyonalne, czyli słosunek odcinków EG 
i GJ jedućj linii, równa się stosunkowi odcinków FIA 
HR drugićj linii CD (fig. 85), © 

Odcinki EG i GI nie są równe i odcinek EG > GI, 
więc i odcinek FH > HK (135. Wa). Przenoszę od- 
cinek IG na EG; zawiera się onw nim od G do L 
cztery razy i pozostaję LE < Gl, przez punkta a,b.e, 
powstale z przenoszenia odcinka G'i prowadzę ró- 
wnolegle do GII, aż do przecięcia się z drugą linią 
Ci) w punktach a*, b', c”, odcinki Ga. ab, be i cL ró- . 
wnają się odcinkowi IG, przeto i odcinki Ha”, ab”, 
Io, éM równają się odoinkowi HK (135), lecz że od- 
nek EL < GI, więci odcinek FM < HK 138. Wn.),— 
u zatóm ile razy odcinek IG zawiera się w GE, tyle 
razy i odcinek HK zawiera się w odcinku HE, Odei- 
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nek LE przenoszę na 10 i zawiera się w nim dwa ra- 
zy od I do e; przez punkladie prowadzę równole- 
gle do HJK: odcinki Id, de równają się odcinkowi EL 
przeto i odcinki Kd; d'e' są równe odcinkowi Mič, 

odcinek zaś eG < EL to i e H 4 MF,—a zatém ilera- 
zy reszta LE zawiera się w linii Gl od którćj przeno- 
szenia wypadla, tyle razy i reszla MF zawiera się 
w linii KH od którćj przenoszenia wypadła ,... i t. d. 
Stosunek więc odcinka GĘ do IG taką samą wyraz 
się liczbą jak i stosunek odcinka HF do kH(11), prze- 
to stosunki te są sobie równe (14)i skladaja propor- 
cyą: EG: GI=FH: HK. 


Wn. 1. Punkt zbiega jest dowolny, przeto może 
być albo na jednój ze skrajnych równoległych (fig. 
86), albo na środkowój (fiz. 87 : w pierwszym ra- 
zie (fig. S6) stosunek odcinków 1G i GB równa się 
stosunkowi odcinków KH i HB, czyli te odcinki są 
proporcyonalńe, co się wyrazi. w trójkacie IBK linia 
GH równołegła do podstawy, dzieli boki IB i KB trój- 
kala ma części proporcyonalne JG: GB=KH: HB, co 
można wprost dowieść podobnie jak dowiedliśmy 
twierdzenie,—w drugim razie (fig S7) stosunek od- 
cinków IB i BF równa się slosunkowi odcinków BK 
i BE, co się wyrazi: jeżeli dwie linie zbiegające się 
przelniemi dwoma liniami równoległemi, z przeci- 
wh ych stron punklu ich zbiegu, lo one podzielą sięna 
części proporcyonałne IB: BEF=KB: BE, co wprost 
można dowieść prowadząc FL równolegle do EK,bo 
podług pierwszego przypadku 1B: BF= LH: HF, zaś 
LH=KB HF=BE (115,b). 
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Wn. 2. I nawzajem: W Ir jkącie (fig, 56) IBR Kinia 
GH dzieląca boki trójkąta na części proporcyonulne 
jest równoległa do podslawy1K. Jeśliby linia GN by. 
ła równoległa do IK, to BG:GI=BN:NK, lecz z zało: 
żenia BG:GI=BH:HK, w tych proporcyach pierwsze 
stosunki są sobie równe, więc i drugie jako im równe, 
byłyby także sobie równe t. j BN: NK=BH; HK, co 
być nie może, gdyż BN > BH zaś NK < HK; azatóm 
linia GN nie może być równoległą do JK. Podobnię 
linie leżące z przeciwnych stron przecięcia się dwóch 
tinii dzielące te linie na części proporcycnalne, są 
wzgledem siebie równoległe. . 


Wn. 3. W trójkącie (fig. 86) JBK, linia GH równo- 
legla do podstawy, dzieli boki trójkąta na części prcs 
porcyonalne t. j. JG: GB=KRH: HB; w proporcy! tej 
można robić odmiany tak co do miejsca, jako tóż co 
do wartości, mianowicie przez dodawanie, przeto: 
BG: GI=BH: HK lub tóż BG: BU—=GJ: HK; — tudzież 
BG + GI: JG=KH + HB: HK, czyli JB: JG=KB: KI 
t. j. boki mają się do siebie jak odcinki, i t p. W pro: 
porcyi twierdzenia EG; GJ=FH: HK można robić po- 
dobne przemiany, tak co do miejsca, jako tóż i co do 
wartości. 

Wn. 4. W irojkącze ABD linie LM, JK, GIH rowno- 
ległe do podstawy, dzielą boki trojkata na części pro- 
poreyonalne, gdyż stosunek BG do BH równa się sto; 
sunkowi GJ do HK (Wn. 2), a ten ostatni równa się 
stosunkowi JL do KM i t. d., przeto wszystkie stosun- 
ki są sobie równe i składają proporcyą ciągłą BG:BH 
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—=0J: HK=JL: KM=LA: MD czyli BG: GJ; u: rS 
BH: HK: KM: M. | 
Wn. 5. Odcinki JK i GH równoległych są proj: 
cyonalne do odległości ich końców J, G lub „Hod 
punktu zbiegu B, lub tóż do odległości RB i PB sad- 
mych równoległych JK i GH od tego punktu B(fig.56). 

Co do pierwszego: Prowadzę równoległą GO do 
BK, to JK: OK=JB: GB: zamiast OK biorąc GH 
(115,6)i otrzymuję JK; GH=JB: GB.—Jeśliby punkt 
zbiegu B był między równoległemi (fig. 87), to po- 
prowadziwszy FL równolegle do EK, mamy: JK:KL 
—JB: BF; zamiast KL biorąc EF będzie JK: RF—JB: 
BF. Co do drugiego: Prowadzę z punktu zbiegu B 
prostopadłą BR (fig. 86) do równoległych JK i GH 
(78. Wn. 7), to stosunek linii BR do BP równa się 
stosunkowi linii JK do GH gdyż każdy z nich równa 
się stosunkowi BJ do BG, a przeto złożą eropoag 
JK:,GH=BR: BP. 

Wn. 6. Linie równolegle AB i CD dzielą się mę 
części proporcyonalne, przez poprzeczne EA, Ea, Eb, 
EB wychodzące zjednego punktu E (fig. 88); stosu: 
nek linii Aa i Ca”, równie jak i stosunek linii abia'b, 
jako równe stosunkowi linii Ea i Ea”, są sobie równe: - 
podobnie stosunek linii ab i a'b’ jest równy stosun- 
kowi. bB ib'D, gdyż każdy z nich równy stosunko- 
wi Eb do Eb’; a zatóm trzy stosunki Aa do Ca, ab 
do a'b' i bB do b' D są sobie równe i składają propor- 
cyą ciągłą Aa: Ca=ab: ab =bB:; b'D. 

Wn. 1.. Dwa trójkąty ABC i FGH mające po kącie 
równym i po dwa boki zawierające len kąt propor- 


www.rcin.org.pl 


121 


cyonalne, BA: GF=BC: GH, mają i pozostałe kąty 
leżące naprzeciw boków proporcyonalnych, równe 

=F i CH, tudzież boki trzecie AC i FH w tym sa- 
mym co dwa pierwsze slosunku (lig. S9); przenioslszy 
bowiem trójkąt FGH na ABC, tak aby kąt G przystał do 
kąta B równego sobie, punkta F i H padną na bokach 
AB i BC w punktach D i E; trójkąt DBE z trójkątem 
FGH mają boki i kąty równe (92). przeto BA+BD= 
BC: BE i linia DE jest równoległa do AC (Wn. 2), a 
tém samém kąt BDE=A i BED—=C (78), tudzież AC: 
DE—=AB: BD (Wn. 5). 

Wn. 8. Trójkąty ABC i FGH mające katy równe 
B—=G, A=F, C=H mają i boki naprzeciw tych ką- 
tów leżące proporcyonalne AC: FH=BC: GH=AB: 
FG (fig. S9); przeniosłszy bowiem trójkąt FGH na 
ABC tak, aby kąty równe przystały do siebie, punkta 
F i H padną na boki tego trójkąta w DiE, i trój- 
kąty DBE i FGH mające po kącie i po dwa boki z prze- 


niesienia równe, mają wszystkie boki i kąty równe(92); 


lecz że kąt A=F=BDE, przeto linia DE równolegla 
do AC (11),a zatóm AC: DE=BC: BE=AB: BD (Wn. 
5), DE=FH, BE=GH, BD—=GF; wstawiając za DE, 
BE, BD równe im linie, będzie: AC: FH=BC:GH= 
AB: FG. 

Uw. Ztąd widzimy, -że jeżeli jakakolwiek liczba 
zbiegających się przecina się z równoległemi, to od- 
cinki ztąd wynikłe tak zbiegających się, jako i równo- 
ległych, są względem siebie proporcyonalne; odcinki 
zaś równoległych są zarazem proporcyonalne do od- 
ległości ich końców od punktu zbiegu. 

16 
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140. Tw. od: Jeżeli dwie zbiegające się AB i CD 
przecięte dwoma równoległemi EF i GH, przetniemy 
linią trzecią JK tak, że odcinki JG i HK przez nią utwo- 
rzone są proporcyonalne, do odcinków zawartych 
między równoległemi, to linia ta JK jest równole- 
głą do dwóch pierwszych EF i GH (fig. 85). 

Gdyby linia JK nie była równoległą do GH to by- 
łaby inna linia JN równoległą, przeto EG: GI=FH: 
HN a że z założenia EG: GJ=FH: HK przeto HN ró- 
wnałoby się HK, co być nie może. 


141. Tw. Przeciwprostokątnia BC przez prostopadłę 
AD wyprowadzoną z wierzchołka kąta przeciwległego 
dzieli się na dwa odcinki, tak że: 1) ramiona kąta pro- 
slego są średnio-jeomelrycznie-proporcyonalne mig- 
dzy przeciwprostokątnią a odcinkami przyłegłemi t. j. 
BC: AC=AC: CD; 2) prostopadła AD jest średnio- 
jeometrycznie-proporcyonalna pomiędzy dwoma od- 
cinkami t. j. CD: AD=AD: DB; 3) przeciwprostoką- 
tnia tak sie ma do jednego z ramion jak drugie ra- 
mię do prostopadłej (fig. 90). 

` 1) Trójkąty prostokątne ABC i ADC, mają kąt € 
wspólny, przeto jako równokątne mają boki propor- 
cyonalne i BC: AC=AC; CD (40 Wn. 8), boki pier- 
wszego stosanku leżą naprzeciw kątów prostych(48), 
drugiego zaś naprzeciw kątów równych Bi DAC spel- 
niających kąt C (46. Uw. 2). 

2) Trójkąty prostokątne BAD i DAC mające kąty 
równe (gdyż kąt B=DAC), mają i boki proporcyo- 
nalne t. j. CD: DA=DA: DB; boki składające pier- 
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wszy stosunek leżą naprzeciw kątów równych DAC i 
B, zaś drugi, naprzeciw kątów równych € i DAB, 
jako spełniających pierwsze. 

3) Trójkąty BAC i DAC równokątne mają boki 
odpowiednie proporcyonalne, przeto BC: AC= 
BA: AD, boki pierwszego stosunku leżą naprzeciw 
kątów prostych, zaś drugiego naprzeciw kąta wspól- 
nego C. 

Wn. 1. Kwadrat z liczebnćj wartości przyprosto- 
kątnićj AĆ równa się iloczynowi z liczebnych warto- 
ści przeciwprostokąlniej CB przez odcinek CD leżący 
przy tym boku t. j. AX =BC.DC, gdyż w proporcyi 
BC: AC=AC: CD iloczyn średnich równa się iloczy- 
nowi skrajnych; podobnie AB —BC.BD:;—zatóm AC” 
+AB =BC.DC +BC.BD czyli AC ++ AB =BC(DC+ 
BD)=BC.BC=BC t j. kwadrat z liczebnój wartości 
przeciwprostokąlnićj równa się summie podobnych 
kwadratów z ramion kala prostego. 

Wn. 2. Kwadrat z liczebnćj wartości prostopadłej 
na przeciwprostokątnią, równa się iloczynowi z licze- 
bnych wartości odcinków przeciwprostokątniej, gdyż 
w proporcyi CD: AD=AD: BD iloczyn średnich ró- 
wny iloczynowi skrajnych t. j. AD =CD.BD. 

Wn. 3. Kwadrały z liczebnćj wartości przyprosto- 
kąqlnich mają się do siebie jak odcinki im przyległe; 
gdyż AB —BC.BD i AC =BC.DC przeto AB : AG= 
BC.BD: BC.DC czyli AB : AC BD: DC. Kwadrat 
z przeciwprostokąlnićj tak się ma do kwadratu z przy- 
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prostokątnićj.jak przeciwprostokątnia do odcinka przy. 
ległego temu bokowi, w proporcyi bowiem AB: AC? 
BD; DC, AB'+AĆ: AC*=BD + DC: DC Cati BG: 

AC —BC: DC. 

Wn. 4. Kwadrat z odcinka, tak się ma do kwadra- 
tu z prostopadłćj, jak ten odcinek do drugiego odcin- 
ka, gdyż AD =CD.DB i CD =CD.CD, przeto AD: 
GD'—=CD.DB: CD.CD czyli AD” CD*—BD: CD. 


142. Tw. W trójkącie BAC linia AD półowiąca 
kąt A wewnętrzny lub zewnętrzny, dzieli bok prze- 
ciwległy BC na dwa odcinki BD i DC proporcyonal: 
ne do boków AB i AC przy nich leżących AB: AC= 
BD: DC (fig. 91). 

1, Prowadzę z wierzchołków B i C prostopadle 
BE i CF na połowiącą AE, trójkąty prostokątne BAE 
i ACF, mające kąty równe przy A z założenia, mają 
boki proporcyonalne: AB: AC=BE:CF (189. Wn.8), 
dla podobnćj przyczyny trójkąty BED i DFC mają bo- 
ki proporcyonalne t, j. BE: CF = BD: DC; w tych 
dwóch proporcyach dwa stosunki są równe, przeto i 
dwa drugie są także równe i skladają proporcyą AB: 
AC—BD: DC. 

2) Linia AD’ połowiąca kąt zewnętrzny GAC, dzieli 
także podstawę na dwa odcinki D'B i D'C proporcyo- 
nalne do boków im przyległych AB i AC. Summa ką- 
tów BAC i CAG równa dwom kątom prostym, prze- 
to połowa ich DAC--CAD=kątowi prostemu, czyli 
półowiąca AD kąt zewnętrzny, jest prostopadłą do 
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połowiącćj AD kąt wewnętrzny, połowiąca więc AD? 
wtedy tylko nie przetnie się z przedla*eniem podsta- 
wy BC, kiedy polowiąca AD kat wewnętrzny A jest 
prostopadłą do podstawy, gdyż kąty jednostronne 
DAD i D'DE, jako proste byłyby równe (T5), te j. 
gdy trójkąt ABC jest równoramienny (91. Wn. 8); 
w każdym zaś innym razie połowiąca AD" przecina 
przedłażoną podstawę BG w punkcie D”. Z dwóch 
innych wierzchołków B i C prowadzę prostopadle 
BE POF na ED” półowiącą kąt zewnętrzny GAC; 
trójkąty ABE" i ACF' mające kąty równe, mają boki 
proporcyonalne t. j. AB: AC=BE". CF”, podobnie trój- 
kąty E'D'B i E"D'C dają: BE; CF=D'B: D'C, aże 
dwa stosunki są jednakowe, przelo dwa drugie, jako 
im równe, są sobie równe i złożą proporcyę AB: AC 
=-D'B: D'C. 


143. Uw. Stosunek boków trójkąta równa się sto- 
sunkowi odcinków podstawy, utworzonych tak przez 
AD połowiącą kąt wewnętrzny BAC, jak i przez AD" 
polowiącą kąt zewnętrzny GAC, przeto stosunek pier: 
wszych odeinków równa się stosunkowi drugich, czyli 
odcinki te są proporcyonalne t.j. DB: DC==D'B: D'C, 
PunktaD i D` dziełące linie BC na odcinki proporeyo- 
nalne,zowią się punklami sprzężonemi, linia zaś BC jest 
podzielona harmonijnie przez punkta D i Di propor- 
cya DB: DC=D B: D'C zowie się harmonijna i w tój 
proporcyi biorąc poprzednik do.poprzednika, zaś na. 
siępnik do następnika, będzie BD: BD—= CD: OD li- 
nia więc DD*przez punkta B i C jest podzielona kar- 
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monijnie, czyli punkta B, C, D, D' są karmonijne, 
Linie zbiegające się w jednym punkcie AB, AC, AD 
i AD’ ż dzielące linię BC harmonijnie, zowią się pro- 
mieniami harmonijnemi, AD względem kąta BAC, 
zaś AC względem kąta DAD”, wszelka linia przeci- 
nająca promienie harmonijne, jest podzielona har- 
monijnie, gdyż warunkiem harmonii było to, aby AD 
połowiło kąt BAC, zaś AD' było do nićj prestopadłem, 
co i przy każdćj innćj podstawie ma miejsce. 

Jeżeli promień harmonijny AD połowź kąt BAC, to 
promień z nim sprzężony AD’ jest do niego prosto- 
padły. 


144. Zz. Daną linie prosta AB podzielić na ile- 
kolwiek części równych np. na pięć (fig. 92). 

lo. Przez koniec A danej linii prowadzę prostą AG 
i przenoszę na nią dowolną linią pięć razy od A do 
G; punkt E z B lączę prostą GB, zaś przez punkta F, 
E, D, C prowadzę równolegle FH, EJ.. do GB, któ- 
re dzielą linię daną na części równe (133). 

Sposób ten jest dogodny gdy równoległe prowa- 
dzą się zapomocą węgielnicy rysunkowej (81, 3). 


re. Odciąwszy na linii AG części równe, przez 
punkt B prowadzę BP równoległą do AG i przenoszę 
od punktu B linię, równą przenoszonćj na AG; pun- 
kta podziałów połączone prostemi FM, EP i t.d. da- 
ja linie równoległe do BG, gdyż czworokąty EB, EM 
są równoleglobokami (116), przeto linia AB jest pos 
dzielona w punktach H, J K, L na części równe. 


www.rcin.org.pl 


127 


Bie. Do link danćj AB (fig. 03) prowadzą równo» 
ległą CD, i odcinam na niej od C do D pięć części 
równych, koniec danej linii AB z końcami linii CD łą- 
czę prostemi, które przetną się w punkcie J, jeśli AB 
nie jest równa CD (116,4); linie łączące punkt J z po- 
działami linii CD, dzielą AB na części równe, gdyż 
w jakim stosunku są odcinki linii CD, w takim samym 
stosunku są odcinki linii AB (139. Wn 6), aże odcin- 
ki linii CD są sobie równe, przeto i odcinki AK,KL.. 
linii AB są sobie równe. 

Ate. Dana linię AB podzielić na trzy równe części 
(fig, 94). Prowadzę linię ACi odcinam na nićj od pun- 
ktu A do C cztery części równe t. j. o jedną więcćj 
aniżeli linia AB ma mieć części, koniec ostatniego 
podziału z drugim końcem danej linii łączę prostą 
CB i przenoszę na jej przedłażenie od punkta B linię 
CB trzy razy t.j. tyle, na ile części ma być podzielo- 

‘na linia AB; punkta odpowiednie linii CA i CK łączę 
prostemi, a te podzielą linię AB na równe części, gdyż 
linie HJ, MG i NA są równoległe jako dzielące linie 
CA i CN na części proporcyonalne, — przeto linie BA 
i BN są przecięte równoleglemi HJ, MG i NA, a że 
linia BN jest podzielona na części BH, HM i MN ró- 
wne, więc i linia BA jest także podzielona na części 
BL, LK i KA równe (138). 

, 

145. Zg. Przez punkt dany € poprowadzić linię 
równoległą do AB, nieużywając kąłów(fig.95). 

PunktC z punktem A łączę linią prostą, przez środek 
E tćj linii prowadzę prostą EB, przecinającą daną linię 
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w B,i na jćj przedłażeniu odcinam ED=ER, a linia CD 
jest żądaną, gdyż linie AC i DB są podzielone na czę: 
ści proporcyonalne (139. Wn. 2). 

Podobnym sposobem prowadzi się równolegla na 
gruncie. 


146. Zg. Do trzech linii danych A, B, C znaleść 
czwartą proporcyonalną t. j. oznaczyć wielkość nie- 
znanéj linii x takićj aby A: C=B:x (fig. 96). 

Prowadzę dwie zbiegające się DE i DF, na jedną 
przenoszę linię A od D do G, linię B od GH, na 
drugićj zaś, linię € od D do J; punkt G z J łączę pro+ 
stą GJ i przez punkt H prowadzę do nićj równoległą 
HK a linia JK jest żądaną, gdyż DG:GH=DJ:JK (139. 
Wn. 8), czyli A: B=C: JK, przeto x=JK. 

Jeśliby linia szukana nie byla czwartym wyrazem 
proporcyi, to za pomocą zmiany mićjsca w proporcyi, 
możemy zrobić ją czwartym wyrazem. 

B.C 

Proporcya A. B=C: x daje x="q" przeto znaj- 
dując x wykreślimy stosunek iloczynu dwóch linij 
do linii trzerićj, stosunek ten jest linią, gdyż stosu- 

B 
nek T jest liczbą, przez którą pomnożone C (10) 
daje linię żądaną x, i tak jeśli iie, to linię C 
podzielilibyśmy na 8 części, a pięć tych części było- 
by linią żądaną x, 


Jeżeli linia B=G, to tym sposobem do dwóch linii 
A i B znajdziemy trzecią proporcyonalną (fig. 91). 
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1AT. Zg: Dung prostą AC podzielić w stosunku 
danym (fig. 95). 43 ań a 

Przez końce Ai C danój prostéj AC Śrówsdzę 
dwie równolegle AB i GD w przeciwnym kierunku; 
jeżeli stosunek jest.dany w liniach, to jedną z nich 
przenoszę od/A do B, a.drugą od C do D, jeżeli zaś 
w liczbach np. 3:2 na AB przenoszę dowolną linię 
trzy razy od A do B, a na GD tę samą linię dwa razy 
od C do Dy punkt B z D łączę prostą: BD i ona ipo- 
dzieli linię AG w stosunku żądanym, gdyż AE: EC== 
AB: CD (139. Wn. 5), przeto stosunek linii AE i EC 
równa się albo stosunkowi limi danych, albo stosun- 


kowi 3 i2,bo AB ma wina linii igy jakie CD awie 
(12)." | 


148. Zg. i “Dän proste a, b, © podzielić rażem nóż 
trzy części równe (fig. 99) "boo mi q 

Na linii AB większój od każdej ż linji diik ód: 
cinam trzy równe części od A do/B i kreślę trójkąt 
foremny'( 100.29); od pankta C na dwóch innych bo» 
kach odcinam linie dane CF=CJ=a, CE=CHb, 
CD=CG-e; linić wigo FJ, EH 1 DG są równoległe, 
gdyż w trójkącie CEH, linia DG dzieląca boki trój: 
kąta na części proporcyonalne jest równoległą do pod: 
stawy (139: Wn. 2), podobnie EH równoległa dó FI 
zaś FJ do AB. Linia PJ równa się linii a, gdyż AB: 
AC=FJ: FC (139: Wn. 5); że ABAC? wykreślenia 
przeto i FJ=FC, lecz FC=a to i FJ=a, podobnie EH 
=b; DG=«e. Pankt C z panktami K i L łączę proste- 
mi, a linie równoległe dzielą się przez nie na części 

17 
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propórcyonalnie' do ódeińków linii AB j (138: Wa. 6), a 


tém samém na części ea | 
ną 04 41 hf 40 aóżmni t 

149. Ży. Przez pkt d dany A w kacie BGD 'popro- 
ioldziórostapotówijoć się w tym punkcie (fig. 100). 
"Przez. pinki ‘A prowadzą linię AE równoległą 
do jednego z ramion GD, przecinającą się z drogióm 
ramieniem w punkcie E, odcinam EF=E0Q, alinia FA 
jest żądaną, gdyż równolegle GC i AE dzieląc jedną 
zbiegającą się e na mp pł Poj tiji także i rara- 
gd FG/(139). asà 

150. Zg W tr ijd shasoraniinnin BAC po 
prowadzić równoległą tuk, aby odległość końca jej 
odcinka od końca odpowiedniego podstawy, równała 
się odeinkowi równoległej (fig. 101.) 5 0% 11 

Przedłażam podstawę BC tak, aby toprzedłużenie 
CD równało się ramieniowi AC, punkt A z D łączę li- 
nią prostą AD: i przeź wierzchołek O prowadzę do 
niej równoleglą CE, a'onana drugim boku wyznacza 
punkt E, przez który poprowadzona równoległa EF ` 
EF jest żądaną: poprowadziwszy FG równolegle do 
AD, linia EF=CG; jako równoległe zawarie między 
równoległemi (115, 6); lecz CD=CA z wykweślenia, 
przeto C(G=CF; aże ACAB założenia więc i FC= 
EB (139. Wn. 3), odcinek. zaś (F<CG—=EF przeto 
ej le równe odeinkowi EE nwobeńgieji li 


151. Zg. Do; dwóch dasjch ań b znależć dada 
jeomelrycznie-proporcyonalną (fig. 102). sinl i 
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Na linii nicograviczonej odeinam linię mod B do 
D zaś b od D du C, z punkta D wyprowadzam pro* 
stopadłą, która ma przechodzić przez wierzchołek 
trójkąta prostokątnego, leczże wierzchołek trójkąta 
prostokątnego. znajduje się od środka: przeciw prod 
stokątnój BC w takićj odległości, jak: końce Bi C 
(107), przeto ze środka S prostej BC zakreślam łuk 
przecinający, prostopadlą w A i/linia DA jest żądaną 
gdyż w trójkącie pranie dnc BAC Ai BD: Ph 

TDA RAI ak Ss WEW 


«152. Zg. Datą linię prostą MC podzieli hormon 
nie (fig, 91). 7 j malpa Uz 

Na finii dańćj BC kreślę trójkąt nierówńóramienn| 
BAC, połowię kąt A ido polowiącćj DA, przez R 
A prowadzę prostopadłą AD), apunkia Di D’ są sprzę- 
żone i. poc harmonijnie linię BC (143), 


153. ZŁ Wprzerysówyw aniu ngii częslo potrzeba 
je zmniejszać lub powiększać, przyczóm linie proste, 
łączące odpowiednie wiérzeliolki narysowane lub wyż 
obrażalne, powinny być jednakowo powiększanó lub 
prom iwa 

- Stosunek linii przeryso wanćj fizury lub przedmio- 
tu do linii kopii, może być liczebny lub linijny, b) 
niewiele lub wiele różniący się od jedności, Dla zna- 
lezienia ka*dej linii kopii odpowiednićj linii figury 
potrzeba by do dwóch linii wyrażających stosunek i 
do każdej z linii figóry, szukać czwartej, jeometry- 
cznie propórcyonalnej. Dla uńiknienia tego, jeżeli da. 
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ny stosunek nie bardo total się od jedności, láy, 
wamy: z 
1 Kąta przy BAA AT (angle de róduetion). Je: 
żeli potrzeba aby linie proste figury do linji kopii by- 
ły w stosunku prostych 'a: b lab liczby'5:2 eo na jel 
dno wychodzi; gdyż wtedy linia a zawierałaby 5 ta: 
kich części, jakich b dwie; ;—tó na linii nieogranicza: 
nój od A-do D (fig 103) odcinam linię a, zpanktu D 
promieniem b'zakreślam łuk; zaś z/panktu A promie: 
niem a przecinam ten łuk w punkcie G, linia więc b 
nie może być dwa razy większą od linii a, gdyż koła nie 
przecięłyby się; punkt/G z punktami'A i'D łączę pro- 
stemi i kąt CAD jest kątem przywiedzenia: 0 Odcinki 
AD i AC są sobie równe, przeto i;odcinki AR 1AF 
utworzone przez. wszelką równoległą EF do CD, ja; 
ko będacę, wtym samym, co odcinki. AD, i AC stosun» 
ku, są sobie równe... «Dia znalezienia linii odpowiesz 
dnićj prosię) n figur. y, przenoszę tę linię od wierz- 
chotka A na ramiona hata CAD przywiedzenia; a 
drugie. ich końce F i E są końcami, linii szukanej; 
gdyż linie AE; AF, takjak linie AD LAC, są sobie.ró< 
wne przeto stosunkiich jako równe jednościsą jedna: 
kowe i one składają proporcyę. atóm samóm linie DG 
i EF są równoległe( 139. Wn. 2); a zalóm stosunek 
prostych AD i DC równa się stosunikowi prostych AĘ 
iEF czyli linia EF jest w danym stosunku do linii 2, 
"re Žeby r nie rysować za każdym razem kąta przy 
wiedzenia, ażywamy w tym celu cer kla pr oporcycnał- 
nego. Narzędzie lo składa się z dwóch metalicznych 
liniałów złączonych zawiaską, na których są popros 
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wadzone dwie linie proste przecinające się w środku 
sztyfcika, około którego obracają sięte liniały; proste 
te są podzielone na części, z których tylko dziesiąte 
oznaczają się liczbami. — Użycie cćrkla proporcyo- 
nalnego jest takież same jak i kąta przywiedzenia, 
którego romionami są proste poprowadzone na linia- 
łach; na te linie od pinkia ich przecięcia się przeno- 
simy linię figary, i rożtwieramy córkiel tak, aby odle- 
głość międży dragiemi ich końcami równała się linii 
kopii. Gdy stosunek jest liczebny np, 5:6, roztwie- 
ram 'cerkiel tak, aby odłegłość między 50temi podzia* 
łami prostych będących na liniałach , równała się 60 
podziałom, wtedy te Ie” s}: ramionami kąta przy: 
wiedzenia. da | 
| cie 'Kąt przywiedzenia, równie jak cerkiel p propór- 
cyonalny, używa się tylko do pomniejszania przery- 
sowywariego przedmiotu; do powiększania wtedy tyl 
ko służyć mogą, gdy stosunek jest mniejszy od dwóch, 
Narzędzie zarówno słażące do powiększania i i zmniej» 
szania, zowie się córklem czterokończastym. Urządza 
się na tój zasadzie, że stosunek równoległych będą- 
cych z przeciwnych stron ptnktu zbiega, równa się 
stosunkowi odległości ich końców od tego punktu. 
Jeśli linię EK (fig. ST) podzielimy w danym stosunka 
w punkcie B'i z: tego punktu promieniem BK zakre- 
ślimy łuk; zaś! z punktu K promieniem równym linii 
przedmiotu; przetniemy ten łuk w punkcie J, punkt 
J z B połączymy prostą JB i przedłażymy ją tak, 
aby BF=BE, to linia EF jest równoległa do IK, gdyż 
stosunki odcinków JB, BK: 1 BF, BĘ jako równe je: 
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dności są sobie równe:—przeto stosunek linii JK:EF 
równy stosunkowi KB:BE, czyli te linie są, w stosun= 
ku danym; a zatóm: linii prostej figury zawarićj mię: 
dzy jednemi dwóma końcami JK, odpowiada w kopii 
linia zawarta między drugiemi dwoma końcami EK, 
Cerkiel czterokończasty składa się z dwóch liniałów 
równćj długości mających podłużne. wyżłobienie 
w któróm znajduje się sztyfcik posuwający się razem 
w obu wycięciach: obrączka obejmująca (oba liniały 
łączy je z sobą. Z boków tego wycięcia przechodzą 
linie zakończone ostrzami cerkla, podzielone na ró 
wne części. Dla ustawienia. nóżek przy danym sto: 
sunku, linię EK równą długości prostćj liniała dzieli: 
my w tym stosunku (47), od ostrza przenosimy od- 
cinek BK na prostą cerkla i jeśli ona pada na G0ty 
podział, to sztyft ustawiamy w przecięciu się 60tych 
podziałów linii prostych cerkla; wtedy odcinki z każdej 
strony punktu przecięcia się są sobie równe, linie 
przez ostrza przechodzące są równoległe i znajdują 
się w danym stosunku. 


4te Przerysowywańe proste, mogą być tak dogs 
że nie możemy użyć żadnego z powyższych spóso- 
bów. np. linie proste wyobrażalne wyrażające odle+ 
glość poziomą między pionowemi liniami, przecho» 
dzącemi przez punkta wzięte na gruncie; dò zmniej- 
szania ich w jednakowym stosunku używamy podzial 
ki czyli skali, Linie te nie zmnićjszają się wprost jak 
poprzedzające, ale naprzód ich dłagość wyraża się 
w sznurach i przy: zdejmowaniu plana, niewymaga: 
jącego wielkićj ścisłości, mierzą się sznurem lub 
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półsznurem czyli łańenchem. Sznur składa się z dziec- 
sięcia prętów, pręt ź dziesięciu: pręcików, pręcik 
z dziesięciu ławek równających się trzem ćwierciom 
łokcia; sznur przeto ma łokci Th=ćwierci 300= cali 
1800. Stosunek linii póziómćj zawartćj między dwo- 
ma przedmiotami do linii prostćj rysunku, wyraża 
się liczbą. Dla zmnićjszenia linii poziomćj w danym 
stosunku zmniejszyć tylko potrzeba linię przyjętą za 
jedność do jćj mierzenia czyli sznar; np. gdy linię A 
długą 5 sznurów (zaś sznur jest linią prostą, długą 
75 łokci) trzeba zmniejszyć o I2 razy, wtedy bió- 
rąe 5 razy dwunastą część sznura, otrzymamy linię 
12 razy mniejszą od linii danej, gdyż stosunek można 
mnożyć przez jednakową liczbę, czyli: w jakim slo- 
sunku zmniejszymy wszystkie ezęści linii poziomej, 
w fakim samym zmniejszy się i cała linia. Skala 
więc słaży do tego aby tak jedność przyjętą do 
mierzenia , jako tóż i jej jednostki, czyli części je- 
dności, zmniejszyć jednakową liczbę razy, t. j. aby 
linię, daną liczbę: razy mniejszą od linii przyjętćj za 
jedność, podzielić na takie części na jakie podzielo- 
na ta jedność np: łokieć jest podzielony na cztery 
części zwane ćwierciami, ćwierć na sześć części 
zwanych calami; podobnie sznur na 10 Części ró- 
wnych zwanych prętami, pręt na dziesięć części ró- 
wnych zwanych pręcikami. 

Jeżeli linię prostą ograniczoną, zwaną sznurem, 
chcemy zmniejszyć o 900 razy, to biorąc 900lrą część 
długości tej linii wyrażonój np w calach, otrzymamy 
długość linii o 900 razy mniejszćj od sznara t. j. dwa 
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tale (fig. 104): Linia AB w rysunku wyraża sznut, 
dzielę ją na dziesięć części równych, Bl,12..,to każda 
z nich w rysunku wyrażać będzie, pręt, gdyż jest 900 
razy mniejsza od dziesiątej części sznura: dla otwzy+ 
mania dziesiątćj części linii Bl, odpowiadającćj dzie: 
siątej części, pręta, z przyczyny małej dlugości tej lie 
nii piemożemy jéj dzielić wprost na 10 części równych, 
gdyż podziały zlewałyby się z sobą, ale uskutecznia- 
my to na zasadzie proporcyonalności linii. Na linii I 
rysuję prostokąt AE lub równoległobok. (421, 
lub, ©), którego bok BE: dowolny, bok BE i w 
przeciwległy AF dzielę na 10 części równych, bok FK 
przeciwległy bokowi AB, dzielę; także na 10 części 
równych; punkt pierwszego podziała linii AB z punk- 
tem drugiego podziału linii FE, łączę linią prostą; 
drugiego AB, z trzecim—boku FE it. d. punkta zaś ode 
powiednię podziałów dwóch drugich przeciwległych 
boków łączę liniami prostemi: Linia ac jest dziesiątą 
częścią linii DE a tóm samém, i równćj jej linii BŁ, 
gdyż linia Be jest dziesiątą częścią linii BE (139, Wn: 
5), a przeto: odpowiada w rysunku dziesiątej części 
pręta, czyli pnecikowi: podobpie linia bd jest dwoma 
dziesiątemi, częściami lini BI=DE, gdyż linia Bd za: 
wiera dwie dziesiąte części; Bei cd, linii BE, przeto 
odpowiada w rysunku dwóm pręcikoni; linia Be trzem 
pręcikom, 4f czterem pręcikom i t di , 
Jeśli więc przerysowana linia zawiera w sobie szhit 
1, prętów 5, i pręcików 4,/to linia odpowiednia jćj 
w rysunku będzie KL, gdyż K4 jast 900 razy mniej» 
sza od sznura fLz=B5 (115, 6), jest 900 razy mnieje 
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sza ód pięciu prętów, zaś 4f od 4 pręcików, a zatóm 
KL jest 900 razy mniejsza od zamierzonój linii na 
gruncie. Punkt L jest przecięciem się linii przechoś 
dzących przez podziały odpowiednie liczbie prętów 
5 i pręcików 4. 

Skala zazwyczaj robi się na metalu lub kości, żeby 
się nie zniszczyła przez częste używanie. Gdy skala 
jest-zrobiona, dla znalezienia stosunku zmniejszania, 
mierzymy długość linii wyrażającćj sznur i szukamy 
ile raży jéj dlugość, wyrażona w liczbie, jest mniej- 
sza od podobnie wyraźonćj długości sznura, np: jeśli 
równa się 15 linijkom, to ponieważ sznur zawiera 
w sobie linijek 12 x 1S0v =— 21600, a 15 linijek od 
21600 linijek jest mniejsze 1440 razy, przeto za po- 
mocą tćj skali zmniejszymy linie brane na gruncie 
1440 razy. 

5e Podobnym sposobem robimy podziałkę do 
zmniejszania w danym stosunku i innych miar, i tak 
jeśli chcielibyśmy podzielić linię prostą AB, T2 razy 
mnićjszą od sążnia t.j. długą na cal na części odpo- 
wiednie stópom i calom, czyli na sześć części równych 
a jedną z tych części na dwanaście części równych, 
linię tę (fig. 105), dzielimy na sześć części równych 
BE, EF... i rysujemy na nićj prostokąt AH lub równo- 
ległobok,—bok BH leżący przy AB i jemu przeciw= 
legły AF dzielimy na 12 części równych, podziały bo- 
ków AB i FH łączymy prostemi BJ... zaś podziały 
boków BH i AF łączymy odpowiednio, a linia ab jest 
dwunastą częścią linii JH4=EB, gdyż Ba jest takąż 
częścią linii BH (139: Wn: 5), podobnie cd stanowi 

15 
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dwie dwunaste części linii JH=EB, gdyż'Be zawie- 
ra dwie linie Bai ac będące dwunastą częścią linii 
BH it. d. Chcąc mieć linię 72 razy mniejszą od sąż. 
2, stop. 3, cali 8, od'punktu K przecięcia się prostych 
przechodzących przez podziały odpowiednie liczbie 
stóp i cali t. je trzeci linii BA i ósmy linii BH, bierze- 
my linię KL równoległą do AB"aż do linii DM prze- 
chodzącćj przez dragi podział Dy otrzymany: z prze- 
niesienia linii AB na swoje przedłużenie, linia Kł. jest 
12 razy mniejsza od sąż 2—stop. 8-=cali 8, gdyż liżi 
nia 81 jest 72 częścią 2 sążnie, Ko—=3B' takąż « zę: 
m stop Byr zaš 08; enli $miu.. odda al gie tamy 
0> f tt dona mdaz 
154. Zt. Erat dwa punkta A i B (fig. 106) ghs 
Wadząe linię prostą AB, gdy popełnimy błąd npro' 
piątą część linijki t. j. linia AB przechodząc przez 
punkt A przechodzi z boka punkta B w odległości 
Y, linijki (64. Wn. 1) przez punkt €; to przedłażając 
tę linię omyłka się powiększa tak; że jeśli linię AC, 
przedłużymy 0 sto cali, omyłka powiększy się storas 
ży; czyli koniec E linii AC będzie w odległości % lie 
nii x 100—25 lin. od linii AB gdyż linie DE 1BO'są 
w stosunku odległości ich końców odpowiednich 0d! 
punkta zbiegu A (139. Wn.5).Dla zmniejszenia. więć 
błędu potrzeba prowadzić prostą przez kóńcowey nie! 
zaś przez środkowe jej punkta, np. w'kreślenia ska! 
li, przez podziały boków pawim pps wz 
lub POWO EÓW | TERTE 
NETS" 


165. Zi. Strine linii 'proslój AB za HK? po- 
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działu linii CD, WEWN zd nisko na rielon 
(fig. 107). 

„Przenoszę linię: GD na AB, zawiera się w nićj 3 ra- 
zy od A do a i pozostaje linia aB = CD;—dla dowie» 
dzenia się jaką częścią aB jest: jedności CD żamiast 
przenosić aB na CD (11), przenoszę połowę jedności 
Ce na aB zawiera się raz od a do b i pozostaje bB 
mniójsze od Cc; przeto linia AB=A2+- ab +-bB=3 
jednościom CD-+ połowie jedności i więcćj linią 4B; 

dla dowiedzenia się jaką. częścią linia DB jest jedno- 
ści, przenoszę trzecią część jedności, Cd na 4B: jeśli 
ona jest większa od bB, to: przenoszę czwartą część 
jedności. Ce, jeśli, i ta jest większa od bB, przenoszę 
piatą część jedności: CT, która jeśli jest mniejsza od 
bB,to zawierasię w nićj raz tylko odb do g, gdyż 44 < 
3%, itidem azatóm linia CD 84 kor jedności 
CD, gdzie | pierwsza przybliżona 'warlość. jest3, drur 
ga 34/4, 1rzecia 3/46 itd, Jeżeli tym sposobem 
Qtwzymamy jakakolwiek część jedności zawierającą 
się zupelnie, w reszcie, to linia AB. jest wymierzoną 
względem. jedności' CD, w przeciwnym razie jest nie 
wymierną. Tym sposobem WAD wyrażali sto» 
sunki wielkości, iani m cda bożeń 

Na tój zasadzie robią się Badr 14 miary, i uskute- 
cznia się za pomocą ich mierzenie, i tak: mierząc 
sąźniem,” fizełósimy go na linię mierzoną, zaś na re- 
Szlę tid pozostałą połowę łokcia, czyli stope Y saż. 


1 
a resztę, ztąd otrzymaną, ćwięró-=z;sąż: —następnie 


1 1 imosSR oazie Mh yR ci 8 „Aj 
cal= Gp; => Si. linię=r51-;—>gi I ted.  Mierząc 
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więc sążniem lub inną miarą, nie przenosimy jéj częr 
ści kolejno po sobie idących t. j. 4, %, At. d. ale 
tylko niektóre części jak w sążniu %, Va, Va, Ya, es; 
przeto linia niewymierna przy tém mierzeniu sążniem 
może być wymierną np. % sążnia, gdyż liczby 8, 6, 
12, 72... niezawierają czynnika 5. Podział więc miary 
długości na jednostki tém jest lepszy, im więcćj ma 
czynników, gdyż więcój części jedności przenosimy 
na mierzoną linię, a tém samém większe prawdopo* 
dobieństwo, że linia wymierna da się zupełnie zmie- 
rzyć jednością. Liczba 712=2 2 2.3.8, zaś 100—2.2. 
5.5 i dla tego podział dziesiątkowy lubo dogodniej- 
szy przy rachunku, przy mierzeniu jest niedogodny, 
gdyż trzecia część jedności podłag niego nie da się 
zmierzyć. Przy dzieleniu miary na jednostki, na trzy 
rzeczy zwracać powinniśmy uwagę: a) aby liczby wy- 
rażające części z jak najwięcćj składały się czynni: 
ków b) aby czynniki początkowe 2, 3. 5. wich sklad 
wchodziły c) aby liczba podziałów była jak naj- 
mniejszaz— wszystkich tych warunków razem usku» 
tecznić niemożna, leeż rachunek wskazuje jaki po- 
dług nich najdogodniejszy jest podział; dawny po- 
dział okręgu koła, piękny tym względzie przedstawia 
przykład. 


Dla rachunku dogodniejszy jest ten drugi sposób 
mierzenia linii, lecz przy mierzeniu dogodniejszy jest 
pierwszy (11), chociaż prawie nieużywany nawet przy 
najściślejszćm mierzeniu; łatwićj bowiem przenosić 
linię, aniżeli ją dzielić na równe części. 
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150. Zt, Zmierzyć wysokość pionowego przed- 
miotu (fig. 108). 

1° Jeżeli grunt przy podstawie jest prawie pozio* 
my w pewnej odległości dwie tyki CE i DE pionowo 
w kierunku linii prostćj AD i patrząc przez wierzcho» 
lek E drugićj tyki DE na wierzchołek B mierzonego 
przedmiotu AB, naznaczony na pierwszćj tyce punkt 
F leżący na wyobrazalnój prostćj EB; mierzymy wy- 
sokość tyk DE i CF do punktu F, tudzież proste po- 
ziome CD i CA. Wyobraziwszy prostą EH poziomą 
ta na przedmiocie AB odetnie AH=ED (115. Wn. 2) 
odcinki BH i GF równoległych są w stosunku odle- 
głości ich końców H i G do punktu zbiegu E (139 
Wn. 5), przeto HB: 'G=HE: GE; aztąd BH= ek 
dodawszy do wynalezionćj wartości wysokość tyki 
mniejszćj ED; otrzymamy wysokość AB mierzonego 
przedmiotn. 

2°, Jeżeli grunt nie jest poziomy, lab mierzenie wy- 
maga większćj scisłości (fig. 109), ustanawiam tyki 
DE i CF;=oznaczam różnicę odległości punktów 
AF,DiC zD od pozioma(64), mierzę linie poziome 
ghi hk żerdzią ustawianą poziomo za pomocą po- 
ziomu mularskiego (63) lub libelli (67), podobnie jak 
poprzednio wynalazlszy wysokość zB, dodawszy do 
niej Ac—=cn, olrzymamy wysokość AB—Przytem trze- 
ba uważać że od wysokości żerdzi CF, odejmuje się 
lub dodaje się, różnica odległości punktów Ci D od 
poziomu, podług tego czy punkt C, jest bardziej od- 
dalony, lub bliżćj leży poziomu a niżeli punkt D, 
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E) Odcinki dowolnego połączenia prostych, čz yli 
linie poprzeczne, < 

iod 9 le i 
A51.. To: Wtrójkacie BAC med 2a ED prze- 
altająstykoki lub ich przedłużenia, dzieli te boki na 
sześć odcinków lak, że iloczyn z trzech odcinków nié- 
mających końców wspólnych EA, FC i DB równa się 
iloczynowi trzech pozostałych (fig. 110). 5 
> Poprzeczna ED przecinając bok, dzieli go na dwa 
odcinki rachowane od punktu przecięcia się do koń- 
ców: boku (4.Uw), przeto trzy boki trójkąta dzielą się 
na sześć odcinków; biorąc z każdego boku kolejno 
po jednym do wierzchołków po sobie idących z bo- 
ku BA do wierzchołka A, odcinek EA, z boku AC do 
wierzchołka © odeinek FC, zboku CB dó wierzchoł. 
ka B odcinek DB, otrzymamy trzy odcinki nie mają- 
ce końców wspólnych; biorąc zaś wierzcholki w prze 
ciwnym porządku otrzymamy trzy inne odcinki; EB, 
DG; FA—pozostaje tylko dowieść że iloczyn ż trzech 
pierwszych odcioków równa się iloczynowi z trzech 
adi Sulya | l 
"Przez punkt C prdi CG zówiólogk do, AB; 
pew erni równołeglych równa się stosun- 
kowi odległości ich kóńców. od punktu zbiegu (Ł3Y 
Wn:5),przeło: EA: CG=FA: FC tudzież CG: EB=DC; 
DB; pomnożywszy te dwie proporcye, będzie EA. CG 
CG. EB;=FA.DC;EC.DB; dzieląc pierwszy stosunek 
przez: GG, i biorąc" iloczyny średnich i skrajnych, 

otrzymamy: EA, FC. DB==EB. CD. FAJ | 
Wn. Wi:trójkącie EAF uważająć BD za goprzecżoę 
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mamy: BA.CF.DE=BE-CA.DF; poprzeczna'AC trój- 
kąta CFD daje; BD. EF. AC=BC. ED. AF. poprze- 
czna AC trójkąta BDE daje:AE. FD. CB—=AB. FE. CD. 
158. Tw. od. Jeżeli trzy punkta E, F, D'łeżące na 
trzech bokach: trójkąta lub ih przedhiżeniu, dzielą 
te. boki na takie otlcinkiż, że: tłoćżyny z 'trżech niemi- 
jacych wspólnych końców są sóbie rówńć EA. FC. B 
—BR. FA. DC, tó'trzy te punkta leżą na jednej linii 
próstejED. 0 n | A 
Gdyby punkt F nie leżał na prostéj ED, toby ona 
przecinała bok AC winnym punkcie H,4 wtedy podłu 
poprzedzającego twierdzenia EA. HC. DB=EB. HA. 
DC. lecz z założenia mamy: EA. FC. DBEB. FA. DC/ 
prżetó: EA/HQ. DB: EB. HA. DC=FAJFC. DBEB” - 
FA. DG; dzieląc poprzedniki przez EA i DB, zaś na-' 
stępniki przez EB i DC, otrzyniamy: HC: HA=FG: 
WA; aże poprzednik HÉ większy od poprzednika FC 
więć i następnik HA powinien być większy od näste- 
pnika FA co być niemoże. 0 0 0 kod. 


siq JNS 1go4ą pë + 


wW 4 ) om m 


159. Tw. Jeżeli z punktu D wziętego na płaszczy 
znie trójkąta ABC, poprowadzimy linie do jego wierz. 
chołków A, B, €, to one podzielą boki a tikie otlożn=" 
kt że iloczyń z trzech niemających końców wspólnych 
równa się iloczynowi potlobnych trzech innych okł: 
cinków, KA. GC. FB=EB. GA. FC. (fig: PFlub'12):3 

Uważam dwa trójkąty BAF 1 PAG, na które dzieli 
się dany trójkąt ABC przez jedną z poprzócznych AF, 
żaś dwie inne poprzeczne biorę zi poprzecznę tych 
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i trójkątów; totrójkąt BAF z poprzeczną CE daje EA. 
DF. CB=EB. DA, CF (157); trójkąt FAC z poprze< 
czną BG daje: GG. DA. BFE=GA. DF. BC, iloczyny 
ilości równych są sobie równe, mnożę te równości 
tak, aby linie jednakowe były z przeciwnych stron ró- 
wności: EA. DF, CB. GC. DA. BE=EB. DA. CF. GA. 
DF. BC; dzieląc obie strony przez DF. CB. DA. otrzy- 
mamy: EA, GC. BF=CF. AG. 

Wn. 1. Względem trójkąta BDC linii AB, AD,. 
AC są poprzeczne, przeto: GB. FC. ED=GD. FB 
EG; i t. p. 

Wa. 2. Jeżeli by poprzeczna (fig. 113.) BG prze- 
chodziła przez środek boku AC t. j. AG=GC, 18 wró- 
wności EA. GC: FB=EB. GA. FC podzieliwszy pier- 
wszą stronę przez GG zaś z drugą przez AG, otrzy- 
mamy: EA. FB=EB. FC. gdyż ilorazy ilości równych 
są sobie równe; czyli AE : EB=FC: FB, więc linia 
EF równoległa do AC (139. Wn. 2); a zalem: jeżeli 
jedna poprzeczna BG przechodzi przez środek boku 
AC to końce dwoch innych dziela dwa pozostałe bo» 
ki na części proporcyonalne, i leżą na linii vowno< 
ległej do boku pierwszego; i nawzajem: jeżeli dwie 
poprzeczne AF i CE dzielą boki AB i BC na części 
proporcyonalne, to punkt ichprzecięcia się D leży na 
poprzecznej połowiącćj bok AC; gdyż założenia ma: 
my że BE: EA=BF: FC czyli BE. FC=EA. BF a 
podlug twierdzenia BE. FC. GA—EA. BF. GC. prze: 
to podzieliwszy pierwszą stronę przez BE. FC zaś 
drugą przez EA. BF, zostaje GA=GC. Jeżeli z koń- 
ców boku AC prowadzimy linie do końców linii do 
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niego równoległych N ER, ef, topunkta ich przecie: 
cia ste HD. d, /eżyna linii BG łączącej środek tego 
bokwAC z punktem przecięcia się dwóch innych boków 
AB i GB; linia ta GBpołowiąc bok AC połowi zarazem 
i równoległe eP, EF, ef, gdyż linie równoległe dzielą 
się przez linie wychodzące z jednego punktu B na czę: 
ści proporcyonalne (139%. Wn. 6). Z téj przyczyny 
w trapezie prosta łącząca środki podstaw przechodzi 
deg penp: przecięcia się boków nierównoleglych. 


| 160. Tw. ód. Linie AF, BG i CE przechodzące 
przez wierzehołki trójkąła ABC ż przecinające böki 
lub ich pr zedłużenia tak, że iloczyny z trzech odein- 
ków niemających końców wspólnych są sobie równe, 
EA. GC. FB=EB. FC. GA POZY się n jednym 
punkcie D (fig. 111). > 
‘l Gdyby linia AF nie przechodziła przez punkt D 
przecięcia się dwóch niyet póprzecznych: BGi CE, 
to linia przóchodzącą przez ten pónk D nić przeci: 
nałaby boku BĆ w  pankcie F, lecz w innym puńkcić 
M, przeto AE. GG. HS—EB. HG. GA (159), ż zało 
żenia zaś EA. GU. FB:=EB. FO. GA a zatóm: AE.ĆG. 
HB: EB. HG. GA=EA, GC. Fi: EB. FC. GA; dzieląc 

oprzedniki przez AE. GC zaś następniki przez EB. 
GA otrzymamy HB: IC FB: FC, ca być nie może, 
gdyż HB EB zaś Hcz ai ; 

"Wn. 1. Linie proste FA, CE i BG W aiuda 
z wierzchołków trójkąłu ABG ilo środków boków prze- 
€inają się w jednym punkcie D tak, że odległość lego 
19 
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punktu od środka podstawy jest dwa razy mniejsza od 
odległoścido wierzcholka, czyli punkt przecięcia się jest 
w odległości jednćj trzecićj od podstawy. a) Linie te 
przecinają sięw jednym punkcie, gdyż odcinki każdego 
boku są sobie równe z założenia, a że jeden wchodzi 
do jednego iloczynu trzech odcinków, dragi zaś do 
drugiego, przeto te iloczyny są sobie równe. b) Linia 
DA jest dwa raży większa od DE, gdyż w trójkącie 
FAC poprzeczna BG daje: AG. CB. FD =C. AD. 

FB, a że AG=CG przeto: CB. FD=AD. FB, czyli 
CB: FEB=AD: DF; bok GB jest dwa razy większy od 
swojćj połowy FB, to i AD dwa razy większe od DF. 

161. Tw. W czworoboku zupełnym ADECEB, pun- 
khta przecięciasię Gi G' dwóch przekątnich AC, BD 
zlrzecią FE są jéj. punklami sprzężonemi; GE; GF== 
GE: GF (fig. 114). 

W trójkącie AEF poprzeczna G'B daje: AB. FG. ED 
=AD. EG” FB(151); w tym samym trójkącie poprze- 
czne CA, CF, CE wyprowadzone z punktu C do wierz; 
chołków dają: AD. EG. FB—AB. FG. ED; iloszyny 
ilości równych są sobie równe, przeto: AB. FG’. ED. 
AD. EG.FB=AD. EG”. FB. AB. FG. ED; podzieliwszy 
obie strony przez AB. KD. AD. FB otrzymamy: EG. 
EG=EG'. FG czyli GE: GE=G'E: GF. 

Wn. 1. Podobnie G”C: G'A=G€: GAi G7B. G'D 
—G'B: G'D. Punkta sprzężone Gi G” jednéj przekątnićj 
AC mają tę własność, że przecięcie się dwóch innych 
przekątnich EF i DB jestich wspólnym punktem sprzę- 
żonym dla punktów Gi G”, względem tychże prze- 
kątnich. 


| 
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Wn. 2. Jeden tylko być może punkt G aprzęton; y 
2 punktem @ względem linii EF; bo gdyby oprócz 
punktu G był punkt g, to GE: G' FGE: GF i G'E: 
GF=gE: gF, przeto GE: ; GF=gk: gE; lecz GE> zk 
zaś GF < gf, co być nie może. 
| Wn.3. Punkt G linii EF dla którego szukamy pan- 
ktu sprzężonego, nie może leżeć w środku tój linii, 
gdyż wyrazy pierwszego stosunku byłyby sobie równe; 
żaś w drugim stosunku nie mog 3i być sobie równe ; 
jeżeli GE < GF. lo punkt sprzężony G leży, ze strony 
końca E, gdyż @E powinno być mniejsze od GF. 

Wn. 4. Połączywszy wierzchołek A z punktem G 
przecięcia się przekątnich FE i BD, olrzyiiamy czte- 
ry promienie harmonijne: AF, AG, AK, AG, dzielące 
linię GF harmonijnie; promienie te ALA jak nro 
143 dzielą harmonijnie każdą prostą gb względem 
nich poprzeczną, gdyż poprowadziwszy przez punkt 
G” linię G'B? równoległą dog'h, i dopełniwszy | czwo- 
roboku zupełnego AD'ECFB' przez linie D'F i B'E, 
linie te przetną się na linii AG; gdyż jeśliby się prze- 
cięły nie na tej linii, to AG? nie bylaby przekątnią te- 
go czworoboku, i przekątnia jego dałaby inny punkt 
sprzężony g zpańkiem G względem linii EF, co być 
nie może (Wn. 2), a że linia GB" dzieli się harmonij- 
nie, więc podobnie się dzieli i linia KA do nićj ró- 
wnoległa (139. Wn. 6). 


"162. Zg. Zu pomocą linialu przez punkt dany E, 


PoproidądŁić linię e tra Śk1 do linii danej AC ( lig. 
113). 
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w trójkącie gdy jedna z poprzecznych przechodzą- 
cych przez wierzchołek połowi bok „przeciwleglyndru- 
gie dwie dzielą dwa inne boki na;gzęści proporeyo: 
nalne (159.Wn.2), przeto biorę linię AC za bok hjt. 
którego środek G ma przechodzić poprzeczna, Przez 
punkta A i E prowadzę drugi bok AB, trzeci zaś BQ 
dowolnie; kreślę poprzeczną BG przez środek G bę; 
ku ACi i poprzeczną CE, ta poprzeczna trzecia, AD 
podzieli bok BO w tym samym stosunku, w jakim 
punkt E podzielił bok AB, a tém samóm linia KE jest 
równoległą do AC (139. Wn, 2). - 


163. Zg. Ze środka linii prostej ogranic zonej AG 
wyprowadzić prostopadłą (fig. 113). L 

Prostopadła ze środka linii AC wyprowadzona ma 
wszystkie swe punkta równo oddalone od końców linii 
AC (44); położenie prostćj oznacza się dwoma jéj pun- 
ktami;—jeden z nich znajdziemy kresląc na linii AG 
trójkąt równoramienny przez poprowadzenie linii ABi 
CB pod jednakowemi kątami (91). na zasadzie n'59 
lub 66; drugi zaś znajdując , Środek linii AG. W tym 
celu przez dół. owolny E prowadzę, EF równole- 
gla, « do AG! tak jak w n° 162 lub S1, „83, 145, a prze- 
cięcie się poprzecznych AF i i CE daję punkt D KASA 
nà linii Bl z przechodz: ećj przez siodek boki A Aria 
Wa. 2), a tém samém prostopadłej do linii AC i$ 


„164. Zg. Znaleźć punkt, sprzężon yz siętysńdiią G 
leżącym na prostej ograniczonej EF (lig. 114). j 
Punkt dowolny A łączę z punktem danym Giz koń; 
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cami linii danćj; uważając więc EF, AG za przekątnie 
czworuhoku zupełnego, , którego bokami są linie AI 
iAF dla, znalezienia: trzecićj przekątićj., dopelniam 
czworoboku, prowadząc, linie, ED,i KB przecinające 
się naj przekątnej AG, a linia DB Jącząca ich końce 
jest trzecią przekątnją, czworoboku i przetwię prze 
kątnią EF w punkcie żądanym G (UPA: ża” 23 

165. Zg. Znale: é | dwa punkta leż ące na przedłu- 
żeniu pr siej dunćj AB (lig. 116). l 

Chcąc znaleźć dwa punkta leżące w kierunku AB, 
biorę na tój, linii „punkt G ze strony końca B (161. Wn. 
3), to punkt z z nim sprzężony leży na przedłużeniu tej 
linii od końca B. Dla znalezienia punktu sprzężonego 
zpunklem G, prowadzę DB, DGi DA i dopełniam« czwo- 
roboku przez linie Ba i Ab, które dają trzecią przekąt- 
nią ab, przechodzącą przez punkt „sprzężony 2(,— 
dopelniwszy « czworoboku przez. inne linie Ba’ i Ab' 0- 
trzymamy p przekątnią aa b która przechodzi także przez 
punkt sprzężony, przeto przekąlnie ab i ab przeci- 
OSI się w KWC GALLA e, o) jest na pye- 


oja PAC: punkt leżący y na prosté ój prze, Wy 
ce prz zez punkta przecięcia się boków pr zeciwlegtych h 
A okala. ABCD, gdy punkta przecięcia się lych bo- 
ków nie są dane (lig, 117), n 


udod 4 4ł > eż) ER 
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Punkta przecięcia się boków przeciwległych AB z CD 
i AD ZBC są wierzchołkami czworoboku zupełnego, u 
tworzonego z tego czworokąta, a linia łącząca te wierz: 
cholki jest jego przekątnią zewnętrzną; poprowadzi- 
wszy więc dwie przekątnie wewnętrzne AC iBD, te 
przetną przekątnią zewnętrzną w punktach sprzężo- 
nych,—trzeba więc tylko znaleźć drugą linię przecho- 
dzącą przez punkt sprzężony zewnętrzny,a ta przecina- 
jac się z przekątnią BD, oznaczy punkt żądany, leżący 
na przekątnićj zewnętrznćj. Punkt szukany jest żara“ 
zem sprzężonym punktu G” przekątnićj wewnętrznój 
(161. Wn. 1); dopełniwszy więc czworoboku przez 
linie Bd i Db, przekątnia wewnętrzna db” przejdzie 
przez ten punki, a przeto przelnie przekątnią BD 
w pintan szukanym G. e 
167. Zg. Przez punkt dany Y pkai linię 
przechodząca przez punkt przecięcia się dwóch pro- 
stych danych BD i bd, nie mając lego punklu Ke 
cięcia się ©” (lig. 117). 
w czworoboku zupełnym przekątnia wewnętrzna 
z wewnętrzną przecinają się w punkcie sprzężonym 
zewnętrznym, który jest ich wspólnym punktem sprzę- 
żonym względem punktów ich przecięcia się z trze- 
cią przekąlnią (161. Wn. 1); jedną linię daną BD bio- 
i za przekątnię wewnętrzną czworoboku zupełnego, 
ki óry otrzymuje się: prowadząc dowolne zbiegająco 
się AY i AD i łącząc punkta ich przecięcia się z linia- 
mi danemi, B z di D zD; linia Acjest trzecią przeką- 
tnią tego czworoboku. Punkt Y biorę za wierzcho- 
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lek drugiego czworoboku zupelnego przez który prze- 
chodzi przekątnia jego zewnętrzna, a którego dwoma 
bokami są linie AY i AD zaś przekątniemi wewnętrzę 
nemi BD i Ac; linia YD łącząca punkt Y z punktem 
przecięcia się; boku AD z przekątnią BD, daje bok 
trzeci, czworty zaś BC; przechodzi przez ‘punkt Bi 
punkt C przecięcia się boku Irzeciego YI) z przeką- 
Inią AC; bok czwarty VC/przecinając się z bokiem 
przeciyległym. AD daje punkt; X, przez który prze- 
chodzi linia żądana YX. Linia ta bowiem przecho- 
dzi przez punkt Œ przecięcia się linii danych DB i 
db,, gdyż on jest punktem sprzężonym punktów G” i 
g przekątnich BD i bd czworoboku AbRcD4, tudzież 
punktem- sprzężonym względem punktów: G” iG 
przekątnich BI) i YX czworoboku BDYGXD. 


165. Zg. Społowićkąt zawarty między dwoma da- 
nemi liniami EB i FC (fig. 113). 

W trójkącie równoramiennym linia łącząca wierz- 
cholek kąta ze środkiem podstawy, połowi. kat lego 
trójkąta (91. Wn. 3), tudzież jeśli w trójkącie dwie 
poprzeczne. przechodzące przez wierzchołki dzielą 
boki na części proporcyonalne, to trzecia przechodzi 
przez, środek boku, (159, /Wn. 2): przeto jeżeli 19, 
wierzchołek kąta B jest dany, odcinam BA—BC, 
przez pankt, dowolny E prowadzę EF równoległą do 
CA, to poprzeczne AF i CE przecinając się w D dają 
punkt leżący na linii przechodzącej PRZEŃ środek bo- 
ku AC, przeto linia BD jest żądaną; 2 ° jeśli wierzcho» 
łek Bnie jestdany, to przez punktó wzięty na ramieniu 
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AE, prowadzę be równolegle do dragiego ramienia 
FC iodcinam bA—bc; linia Ac jest podstawą trójką: 
ta równoramiennego, gdyż kąt A=c jako leżące na- 
przeciw boków równych (90), zaś c=G jako jedno- 
stronne odpowiednie, przeto A=C i trójkąt któryby 
się utworzył z przecięcia się boków AÑ i CP jest ró- 
wnoramienny (91): podobnie jak w pierwszym przy- 
padku znalazlem punkt D leżący na połowiącćj pod- 
slawę, wynajduję dwa puńkta D i d leżące na tej linii, 
a ona jest żądaną. e +20 un i i 


169. Zt. N*165 używa się czasami korzystnie przy 
prowadzenia drogi przeż las, dła pośpiechu potrzeba 
wycinać las zobu stron, na ten koniec z przeciwnćj 
strony lasu trzeba mieć dwspankta leżące na prostej 
w kierunku którćj prowadzimy drogę: wyłącznie zaś 
używa się w miernietwie dó przedłażania prostćj za 
przeszkodę, przez którą tyki nie mogą być widziałne. 
N’ 166 używa się w artyleryi do sypania bałeryi, przy 
zdobywaniu warowni armaty powińny być ustawione 
w kierunki Sciatiy fortecy. Jeżeli końće ściany RY (Ag. 
117) nie są wyraźnie w Póżtiaczają się dwie fys 
utworzone ńa gruncie odkuł wypuszeżonych z dior 
stojącćj w końcuX1t. ji DAiCBanastępnie'dwie pochos 
dzące od armaty stojątej wkońcu Y,a'tyńy sposobem 
oznaczy się kieranek tój ściany przezpunki G, i drugi 
punkt znaleziony lakimże sposobem. N*168 używa 
się w miernictwie do połowienia kąta na grancie, w ar- 
tyleryi zaś do połowienia kąta między dwoma śćiana- 

warowni, których kierunek oznaczasięza pomocą 
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N" 165 gdyż najbezpiecznićj jest Aai v 'W cza- 
sie szturmu po linii połowiącej ten kąt. 


"170. Zł. Zwódneyć długość linii GY saa: wi- 
działnój, niedostępnćj z końca G: (fig, IT). 

Kierunek linii prostój oznacza się dwoma punkta- 
mi czyli tykami. Przedłażam prostą GY t. j. usta- 
wiam dowolną tykę X w kierunku przedmiotów Y i 
Gz punkta dowolnego A prowadzę linie AY i AX 
t.j. ustawiam dowolną tykę A; przez punkt dowolny 
C leżący z tćj samój strony linii YX co ifpunkt A, lecz 
bliźćj pańkta Y aniżeli X (161. Wn. 3). prowadzę li- 
nie XB i YD t.j. zatknąwszy tykę w punkcie C, posu- 
wam się ztyką po linii XC tak, aby moja tyka zakry- 
wająć tykę ©, zakrywała zarazem i tykę X, aż póki 
stanę w kierunku linii AY t. j. póki tyka A zakrywa- 
jac tykę Y, zakryje zarazem i moją tykę—podobnym 
sposobem ustawiam i tykę D,— przedłużam linię AC 
do przecięcia się z linią XY t ji posuwam się z tyką 
w kierunku linii AC czyli tak, MA moja tyka zakry- 
wając tykę C, zakrywała i tykę A, aż póki ona zakry- 
je przedmioty YiG. Tyka G jest w punkcie sprzę: 
żonym punktu G, względem linii XY, przeto GY: GX 
LPY + GX zatóm GY: GX—GY—GV: GXGY. — 
Zmieczywszy odległości poziome GY=p i GX=P, 
zaś długość linii szukaną G'Y oznaczywszy przez d 
będzie: p: P-p=d: Pp przeto d=p X B 
tji równa się odległości punktu sprzężonego ol do- 
ślępnego końca linii, pomnożonej przez odległość te- 

20 
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go końca od punktu przybranego na kierunku tej li- 
nii, podzielonemu przez różnicę odległości punklu 
sprzężonego od końca linti i punktu wziętego na tej 
linii. Sposób ten używa się do mierzenia szerokości 
rzeki i odległości dwóch tyk od mierzonego przedmio- 
lu pionowego ( 156), gdy spodek jego jest niedostępny. 


11. Zt. Zmierzyć odległość między dwoma pun- 
klami Y i G, z ktorych jeden jest niewidzialny 2 pun* 
‘klu drugiego (fig. 111). 


1” Stawiam tykę w punkcie B, z którego oba koń- 
ce linii danćj są widzialne, w kierunku linii YB sta- 
wiam dwie tyki w dowolnych punktach b i 4; w kie- 
runku prostćj Gb ustawiam tykę d, po linii Ad po- 
„stępuję z Lyką dopóty dopóki ona nie będzie na prze. 
dłużeniu prostćj GB; ustawiam tykę w punkcię € prze- 
cięcia się prostych Bd i Db, następnie w przecięciu 
się C prostych YD i Ac, tudzież. prostych BC i AD 
w punkcie X, a naostatek w G przecięciu się pro- 
stych AC z XY. Punkta g i G” przekątnićj czworobo- 

ku zupełnego AbBeDd mają wspólny punkt sprzę- 
żony w G, podobnie punkta G” i G przekątnićj czwo- 
roboku ABYCXD mają punkt sprzężony w tym samym 
punkcie G` a zatem punkt G’ jest sprzężonym punktu 

EH EIGA Z 

G linii XY a tém samém G I=GCGY Sposób ten 
używa się z korzyścią do mierzenia odległości między 
punktami leżącemi z przeciwnych stron góry, mia- 
sta i t. d. j kcd 
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20, Obieram punkt C, (fig. 118) z którego końce 
linii AB są widzialne, mierzę długość linii AC i CB 
niedostępnych z jednego tylko końca (169), i odle- 
głość między punktami a i b leżącemi w a, 3, *% tój 
it. p. odległości od punktu € t. j. między punktami 
dzielącemi te linie na części proporcyonalne, linia ab 
jest równoległą do AB przeto AB: ab=AC: aC, a 
ztąd AB=ab. AC: aC—sposób ten jest dogodny przy 
mierzeniu linii będącćj w znacznćj odległości, lub gdy 
do niej nie możemy się zbliżyć. 

37. Jeżeli z punktu D leżącego w kierunku linii AB 
są widzialne oba jej końce, wtedy od długości linii 
DB z jedneg» końca niedostępnej, odejmujemy dłu- 
gość linii DA także z jednego końca niedostępnej. 


ROZDZIAŁ M: 


Połączenia okręgu koła z liniami prostemi. 
$1. Ogólne własności. 


112. Okrąg koła może się przecinać lub nie prze: 
cinać z linią prostą, w pierwszym przypadku linia zo- 
wie się sięczną, w drugim oddzielną. Sieczna AB (fig, 
119) przecina okrąg koła Cw dwóchtylko punktach, 
gdyż promienie poprowadzone do panktów D, E.. 
wspólnych dla siecznćj i okręgu są sobie równe, a dwa 
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tylko mogą być takie promienie, gdyż z punktu G wzię- 
tego nad linią AB dwie tylko pochyłe równepoprowa- 
dzić można (51. Wn. 2). Jeżeli sieczną AB obraca- 
my około jednego z punktów „przecięcia się D, ta 
punkt przecięcia się E zbliża do punkta D, przystanie 
do niego, a następnie oddala się tak, że linia AB. zno= 
wu staje się sieczną; szczególnym więc przypadkiem, 
przecinania się jest styczność t. j. gdy dwa pnnkta 
przecięcia się siecznćj zlewają się w jeden punkt. 
Linia styczna z okręgiem koła, jest linią mającą z nim 
jeden tylko punki wspólny; ona jest prostopadłą do 


promienia CD, gdyż inaczćj prostopadla wyprowa-. 


dzona ze środka koła C do stycznój A” B“ bylaby 


mniejszą od promienia, a jéj spodek bylbyiw okręgu, 


koła (34), przeto linia A” B” w punkcie D wchodzi- 
łaby do okręgu koła, z którego wychodząc musiałaby 
go przeciąć i w drugim punkcie, a więc nie byłaby 
styczną; i nawzajem: linia A” B” prostopadła do pro- 
mienia jest styczną z okręgiem koła, gdyż ma tylko 
jeden punkt D wspólny z,okręgiem koła, jako będący 
w odległości promienia od środkakoła; promień pro- 
stopadły CD jest najkrótszą odległością środka © od 
liniii A” B”, przeto wszystkie punkta linii A” B” są 
w odległości od środka kąta większej od promienia, 
a tém samém leżą zewnątrz okręgu. JP 


Jeżeli więc odległość linii od środka koła jest majóję, 


szą, równa lub większa od promienia, to, linia ta jest, 
sieczną, styczną lub oddzielną względem tego okręgu 
kola, spodek prostopadłćj wyprowadzonćj zę środka 
okręgu do tój linii w piórwszym przypadku leży we: 
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wnątrz koła; przeto linia wchodząc i wychodząc z o= 
kręgu koła przecina go w dwóch punktach—w dru- 
gim na okręgu koła, linia więc jest prostopadłą do 
promienia—w trzecim zewnątrz okręgu, atóm samóm 
i inne punkta jako bardzićj oddalone od okręgu leżą 
zewnątrz okręgu. I nawzajem: Jeżeli linia jest siecz= 
ną, styczną lub oddzielną, to oddalenie jćj od środka 
jest mnićjsze, równe lub większe od promienia; gdyż 
prostopadła poprowadzona ze środka koła, dla siecz- 
nój, jest mnićjsza od promienia, bo dwa promienie po- 
prowadzone do punktów przecięcia się są liniami po- 
ehyłemi,—dla stycznćj jest promieniem, bo jest pro- 
stopądlą do promienia, a z jednego punkta t.j, środ- 
ka, jedną tylko prostopadłą do linii poprawadzić mo- 
żna,=dlaoddzielnćj jest większa od promienia, gdyż 
w przeciwnym razie byłaby albo styczną. albo sieczną. 
Koła i linie oddzielne nie mogą być względem siebie 
równoległe, gdyż linia kojec Pe do linii! eeii 
sania joate liaa aag in 


i5 LONA 


8 n Sieozne. 


113. Tw. gł, Środek B łuku ABG isr dhk cięciwy 
AC znajdują się na średnicy BE prostopadłćj do j 
cięciwy i nawzajem (fig. 120). 

1" Pankta Fi B linii BE są rów no „oddalone od 
kańc ów cięciwy AC, pierwszy jako jéj środek, dru- 
gi zaś dla równości cięciw BA i BC odpowiednich. łu; 
kom równym AB i BC (25); przeto linia;BE jest pro- 
stopadłą da cięciwy (44); lęcz.na linii BE leżą wszy: 
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stkie punkta równo oddalone od punktów A i C, prze» 
to na nićj leży i środek koła, czyli linia BE jest średnicą. 

20 Średnica EB jest prostopadłą do cięciwy AC, 
aże przechodzi przez punkt D, równo oddalony od 
końców cięciwy AC, więc prostopadła ta przechodzi 
przez środek F cięciwy AC. Pankt B' jako leżący na 
prostopadłćj EB przechodzącćj przez środek linii AQ 
jest równo oddalony od końców tćj linii, przeto cięci* 
wy, a tém samém i łuki AB i BC są sobie równe, czyli 
punkt B jest środkiem łuku ABC. 

Wn. 1. Do oznaczenia położenia linii prostćj po- 
trzeba dwóch tylko warunków, przeto: 4) prostopa- 
dła wyprowadzona ze środka cięciwy przechodzi przez 
środek kola; b) linia łącząca środek luku ze środkiem 
koła jest prostopadłą do środka cięciwy; c) linia łą- 
cząca środek cięciwy ze środkiem koła jest do nićj 
prostopadłą i przechodzi przez środek łuku. ` 

Wn.2. Łuki AG i CH zawarte między cięciwami 
równoległemi AC i GH są sobie równe, gdyż średni- 
ca do nich prostopadła połowi łaki im odpowiednie 
t.j. łuk BG=BH i BA=BC przeto i różnice ich czyli 
łuki AG i CH są sobie równe. 


174. Tw. Cięciwy równe są równo oddałone od 
środka okręgu, z nierównych zaś mnićjsza jest bar- 
dziej oddalona od tego punktu (fig. 121). 

I” Prostopadłe OF i OH poprowadzone że środka 
okręgu do cięciw równych DE i AB, mierzą ich od“ 
dalenie od środka; prostopadle te są sobie równe, 
gdyż trójkąty prostokątne AOF i HOD mają równe 
przeciwprostokątnie OA i OD jako będące promienia- 


www.rcin.org.pl 


159 


mi i przyprostokątnie AF i DH, jako połowy nę: zaj 
z założenia równych. 

2° Przenoszę mniejszą cięciwę DE na łuk większej 

cięciwy AC od A do B, aby obiedwie miały koniec 
A wspólny; ze środka okręgu C prowadzę do nich 
prostopadle OG i OF a prostopadła OF jest od stro- 
ny końca A, gdyż kąt OAB > OAC, przeto jego do- 
pełnienie AOF < AOG. Prostopadla OG = OK zaś 
OK < OF przeto 0G < OF. 
Wn, 1. I nawzajem: jeśli prostopadłe OH i OF 
są równe, to takiemiż są i cięciwy AB i DE, gdyż ina, 
czćj prostopadłe nie mogłyby być równe; podobnie 
jeśli OH > OG to DE < AC, gdyż nie może być ani 
równe, ani większe. 

Wn. 2. Jeżeli z punktu E wzięłego wewnąlrz okrę- 
gu poprowadzimy y Śr ednicy tcięciwy to: 10 cię cy 
czyniące z średnicą kąty rowne, są sobie równe, 2 
z czyniących kąty nierówne, ta jest mnićjsza, która cz y- 
ni kat większy tak, że czyniąca kąt prosty jest naj- 
mniejsza, zaś czyniaca kąt zero czyli sama średnica, 
jest największą ze wszystkich cięćiw(fig.122). I"Katy 
KED i DEM są sobie równe, przelo prostopadle OF 
i OG są także równe, jako mierzące oddalenie pun- 
ktu O leżącego na polowiącćj (102); 20 kąt DEP > 
_ DEM, przeto poprowadziwszy prostopadle OH i OG, 
kąt EOH < EOG, gdyż im kąt jest większy tem spel- 
nienie mnićjsze (46. Uw. 2), aże OG < OK zaś OK 
< OH przeto i OG < OH, a tém samém LM > NP. 
Cięciwa AB dla tego jest najmnićjszą, że prostopadła 
OE jako pochyła do wszystkich innych cięciw. jest 
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dłuższa od prostopadłych wyprowadzonych na te cię- 
ciwy; średnica jest wieka ar jak paz 
w nd 22. | aa AMI 4 o 

. i 

15. Tw. drog trzy zaa m Bi i n nieleżące 


w kier unku linii prosiej jeden tylko okr 774 kolu po- 
prowadzić można, (fig. 123), , 

„1 Dane, punkta po dwa łączę liniami prostemi, 
które utworzą trójkąt ABC; prowadzę prostopadła 
ze środka linii AB, BG.i CA te przecinają, się w je- 
dnym;punkcie D,równo oddalonym od wierzchołków 
A,BiC, przeto okrąg nakreślony z tego punkta pro- 
mieniem DB przejdzie przez dwa inne „punkta; a za- 
tém przez trzy punkta zawsze można poprowadzić 
okręg koła. 2° Przez le trzy punkta nie można, po- 
prowadzić dragiego okręgu kola różniącego się od 
okręgu koła. D; gdyż przez trzy punkta jedna tylko 
płaszczyzna przechodzi (15); zaś nie może być pun- 
ktu oprócz D równo oddalonego od punktów danych, 
gdyż prostopadła ED zawiera wszystkie punkla ró- 
wno oddalone od A i B, przeto punkt równo odda- 
lony od punktów dany ch, jest także równo oddalony 
od punktów AB a zatóm leży na tej „prostopadlćj a 
z boku, jćj leżeć nie może; dla podobnój przyczyny 
punkt. ten nie możę leżeć z boku prostopadłej FU. 
a zatém leży tylko na wspólnóm ich przecięciu się 
w punkcię D, a linie. proste przecinają się w jednym 
punkcie. , gaj = 


116. Tw. Kąt zawarty między: siecznemi, ma za 
miarą półowę summy luków tawartych między jego 
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ramionami gdy wierzchołek. leży wewnątrz okręgu 
koła; zaś połowę różnicy, gdy leży za okręgiem koła. 

Jeżeli wierzchołek kąta O znajduje się: a) w środ- 
ku koła (fig. 124), to luk AB zawarty między jego ra- 
mionami, jest lukiem jemu odpowiednim; a przeto za~- 
miast mierzyć kąt AOB jego jednością, mierzymy łuk 
AB jednością łuku (54. Wn. L), czyli połowę łuków 
AB i ab sobie równych, zawartych między siecznemi 
Aa i Bb; — b) między środkiem i okręgiem koła (fig. 
125); przez środek © prowadzę sieczne Ee i Dd ró- 
wnoległe do siecznych Aa i Bb, to kąt EGD=AOB 
(78. Wn. 9); a że zamiast mierzyć kąt ECD mierzy- 
my połowę luku ED+de t. j. połowę EA+AD)-++db 
+be, przeto zamiast mierzyć kąt AOB mierzymy tak= 
że połowę śnminy tych łuków, czyli połowę łuku ea 
+AD+DB+-be gdyż EA=ea (113. Wa. 2) i dh =DB3 
biorąc za AD+DB luk AB, zaś zamiast ea+be luk 
ba, widzimy że miarą kąta AOB jest polowa łuków 
AB+abz c) na okręgu koła t. j. jeżeli kat jest wpisa= 
ny w koło (fig. 126); przeż środek E prowadzę śre- 
dnice B'O” i GD równolegle do ramion kąta wpisa- 
nego AOB, zaś przez koniec O” jednój średnicy cię- 
ciwę O'A” równoległą do drugićj, to kąt AOB=DEB? 
=A'0'B; miarą kąta DEB" jest połowa łuków DB? 
+0'C—DB +BB'4-0C'; a że BB’'=00'—= AA’ zaś 
0'C=A'D to miarą kąta AOB jest polowa tuku DB -+ 
AA” + A'D czyli połowa łuku AB; d) za okręgiem koła 
t.j. jeśli kąt jest zakołowy (fg. 121); przez punkt b 
przecięcia się siecznćj OB prowadzę równoległą bC 
do drugićj siecznćj, to kąt AOB—CZB; lecź miarą kąta 

21 
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CLB jest połowa łuku CB będącego różnicą łuków AB 
—AC czyli AB—ab; przeto miarą kąta AOB jest poło- 
wa różnicy łuków AB i ab zawartych między sie- 
cznemi. 

Wn. Wszystkie kąty wpisane w półkole, czyli opie- 
rające się swemi ramionami na średnicy, są proste, 
gdyż mają za miarę połowę półokręgu koła t.j. ćwierć 
okręgu koła. 


111. Tw. Odległości punktu zbiegu dwóch siecz- 
nych od punktów przecięcia się ich z okręgiem koła, 
są odwrotnie proporcyonalne t. j. dwie części jednćj 
są skrajnemi, zaś dwie części drugićj średniemi wy- 
razami proporcyi. fig. 125 lub 129). 

1° Punkt zbiegu w okręgu koła (fig. 128); prowadzę 
cięciwy BA i ba, trójkąty AOB, aOb równokątne,— 
kąty przy O przeciwległe, kąty A i b mierzą się poło- 
wą łuku Ba,—mają boki odpowiednie proporcyonal- 
ne: AO: Ob=BO: Oa (139. Wn. 8). 2° Punkt zbiegu 
za okręgiem koła (fig. 129); prowadzę cięciwy Ab i Ba; 

, trójkąty OAJ i OaB są równokątne, — kąt O wspólny, 
kąty AiB mierzą się połową łuku ab, mają boki prze- 
ciwległe kątom równym proporcyonalne: A0: OB= 
Ob: Oa. 

Wn. 1. Prostopadła wyprowadzona z punktu D fig. 
115) okręgu kola do średnicy AB jest średnio jeome- 
trycznie proporcyonalną między odcinkami téj średni- 
cy; gdyż przedłażywszy prostopadłą DC do spotkania 
się z okręgiem koła w E, mamy: BC: CD=CE: CA, 
lecz DC=CE (173): przeto BG: CD—=CQD: CA. 
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Wn 2. Iloczyny z liczebnćj wartości dwóch od 
cinków siecznych rachowanych od punktu zbiegu, są 
sobie równe. 


178. Zg. Przez trzy punkta A,B,C nakreślić okręg 
koła (fig. 123). 

Punkta A, B, C łączę liniami prostemi, ze środka 
dwóch którychkolwiek wyprowadzam prostopadłe, 
a one przecinając się dadzą środek D żądanego koła; 
jeżeli ze środka trzecićj linii wyprowadzona prostopa- 
dła przechodzi przez punkt D przecięcia się dwóch, 
pierwszych, to rysunek był dobrze uskuteczniony. Aby 
narysować okręg kola danego promienia, przecinający 
linię daną AB w punktach A i B, z końców finii ogra- 
niczonćj AB, danym promieniem, zakreślam łuki prze- 
cinające się w punkcie D, i punkt ten jest środkiem 
Żądanego okręgu koła. —Dla znalezienia środka okrę- 
gu ABC, prowadzę dwie cięciwy, a prostopadle wypro- 
wadzone z ich środków, jako średnice, przechodzą 
przez środek koła, a tém samém przecinającsię ozna- 
czą środek szukany D. 


179. Zg. Społowić dany łuk AB (fig. 130). 

Jeśli środek C okręgu tego łuku jest dany, szukam 
punkta D równo oddalonego od końców łuka, a linia 
DC spółowi ten łuk, gdyż jest średnicą prostopadłą 
do jego cięciwy. Jeżeli środek okręgu nie jest dany, 
przez dwa punkta równo oddalone od końców łuku 
AB poprowadzona prosta CD jest średnicą prostopa- 
dłą do cięciwy tego łuku, a zatóm połowi ten łuk. 
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180. Zg. Bez cćrkła nakreślić łuk przez trzy pa 
kla dane A,B,C (fig. 181). 

Wierzchołki kątów równych, opierających się na 
linii AC leżą na okręgu koła, gdyż kąty te jako równe, 
uważając je za wpisane w koło, mierzą się łukami ró- 
wnemi, zaś cięciwie AQ odpowiadające łuki równe, 
są lukami jednego okręgu koła, gdyż luki odpowia- 
dające cięciwie AC nierównych promieni, niezawiera- 
ja jednakowej liczby stopni. Aby mieć kąty równe 
opierające się na linii AC, prowadzę linie AD i CD, 
czyniące z liniami AB i CB kąty BAD i BCD równe, 
jedną pod pierwszćm, zaś drugą nad dragićm ramie- 
niem kąta ABG, kąt więc A +C=DAC+ACD, gdyż 
tyle odjęliśmy od pierwszego kąta, ile dodano do 
drugiego, a tém samém kąty Bi D są sobie równe - 
(46. Uw. 2) i punkt D leży na żądanym okręgu koła. 
Podobnym sposobem wynałeźlibyśmy i więcćj pun- 
któw leżących na tym okręga, a linia poprowadzona 
przez tę punkta tém bardzićj zbliża się do łuku, im 
więcćj panktów oznaczamy. Granicę za którą łuk nie 
może wychodzić są proste AF i CG, pierwsza czy- 
niąca kąt BAF=BCA, druga BCG=BAC, gdyż naj. 
większy kąt, jaki można nakreślić pod linią CB jest 
BCA; zaś pod AB, kąt BAC, — Na tój samćj zasadzie 
bez cérkla rut hem ciągłym kreśli się łuk przez pun: 
kta A, B, C; spajam dwa liniały AB i BC pod kąlem 
ABC i obracam je około punktów A i C tak, aby te 
punkta przylegały do krawędzi liniałów. — Za pomo- 
cą tego zagadnienia przez dwa ponkta dane A i B 
kreśli się łuk danćj liczby stopni np. 149, gdyż jeśli 
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łuk będący nad linią AC zawiera 148, to pod tą linią 
ma 3600—148—=212o, zaś kąt wpisany mający wierz- 
chołek nad linią AC i obejmujący ją ramionami mies 
rzy się połową łuku 2120, czyli zawiera 1060; trójkąt 
więc symetryczny mający za podstawę AC, a kąt jéj 
przeciwległy 1060, ma kąty przy podstawie 370, po- 
prowadziwszy przez punkta A iC linie AD i CD pod 
3To; otrzymamy punkt D leżący na tym łuku, przeto 
albo zapomocą cćrkla przez trzy punkta A, D, C nav 
kreślimy łuk żądany, albo tóż podług mniejszego za- 
gadnienia. - 


181. Zg. Z punktu © danego nad linią AB popro- 
wadzić do nićj prostopadłą (fig. 132). 

Z punkta dowolnego A linii danćj, promieniem AC 
zakreślam łuk i odcinam ED—EC, a linia CD jest żą- 
daną, gdyż środek koła i środek łuku znajdują się na 
średnicy próstopadłćj do środka cięciwy tego łuku 
(173. Wn. 1). 


$ III. Styczne. 


182. Tw. Z punklu B wziętego za okręgiem dwie 
styczne równe, zwane parzysiemi, popr owadzić mo- 
żna (fig. 133). 

Styczna poprowadzona z aia B do okręgu D, 
jest prostopadłą do końca promienia tegoż koła(112); 
kąt zawarty między promieniem okręgu D a styczną 
przechodzącą przez punkt B, jako prosty, jest-kątem 
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mającym wierzchołek na okręzu koła, którego średni- 
cą jest BD, opierającym się na tćj średnicy; lecz wierz- 
cholek tego kąta mieści się także i na okręgu I), jako 
leżący w końcu promienia tego koła, przeto znajduje 
się we wspólnóm przecięciu się okręgu danego B z o- 
kręgiem mającym za średnicę linię łączącą punkt da- 
ny ze środkiem danego koła, a że okręgi te przecina- 
ą się tylko w dwóch punktach C i A, przeto zawsze 
dwie styczne BC i AB poprowadzić można. 

Wn. 1. a; Linia łącząca punkt dany B ze środkiem 
okregu danego D połowi kąt zawarty między styczne- 
mi BA i BC parzystemi, gdyż prostopadle ze środka 
D wyprowadzone do stycznych są sobie równe jako 
promienie; b) styczne te są sobie równe (102. Wn. 
2), przeto c) linia BD połowiąca kąt B jest prostopa- 
dłą do cięciwy (44) AC qozi punkta zelknięcia 
się stycznych. 


133. Tw. Kąt ABC zawarty miedzy styczną AB 
a cięciwą CB ma za miarę połowę łuku CB zawarte- 
go między jego ramionami (fig. 184). 

Przez punkt © prowadzę cięciwę CD równoległą 
, do stycznćj AB, to kąt ABC=BCD, jako naprzemian- 
ległe, kąt BCD mierzy się połową łuku BD (176, c), 
łuk zaś BD—=CB, gdyż prostopadła do śródka cięci- ` 
wy CD jest średnicą prostopadłą i do stycznój AB 
(18. Wn. 5), przeto przechodzi przez punkt jéj ze- 
tknięcia się B i połowi łuk CBD, zatóm miarą kąta 
BCD, a tóm samóm i jemu równego kąta ABC, jest 
połowa łuku BC. 
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Wn. 1. Kąt ABE jest spełnieniem kąta ABC, prze- 
to miarą jego jest połowa łuku BDC, gdyż połowa 
całego okręgu jest miarą II. 


Wn. 2. I nawzajem: Jeżeli kąt ACB zawarty mię- 
dzy cięciwą a linią AB ma za miarę półowę łuku BG 
to linia ta jest styczną, gdyż jeśliby ona nie była sty- 
czną, to przez punkt B poprowadziwszy styczną BA’, 
dwa kąty nierówne ABC i A'BC miałyby za miarę ten 
sam luk BC, co być nie może. | 


184. Tw. Kąt B zawarty między stycznemiABiBG 
ma za miarę połowę różnicy łuków ADC i AC zawar. 
tych między jego ramionami (fig. 135). 

Przez punkt C zetknięcia się jednćj stycznćj, pro- 
wadzę cięciwę równoległą do drugićj stycznój AB 
to kąt ABC=DCE, a że kąt DCE ma za miarę poło- 
wę łuku CD będącego różnicą łuków AC i ADC, 
gdyż łuki AC i AD są sobie równe, — przeto i kąt 
ABC ma za miarę połowę różnicy łaków ADC i AG 
zawartych między punktami zetknięcia A i C. 


185. Tw. Jeżeli z punktu C wziętego za kołem po- 
prowadzimy styczną CD i sieczną CA, to styczna jesł 
średnio-jeometrycznie-proporcyonalna między odcin- 
kami siecznej AC rachowanemi od punklu zbiegu 
C (fig. 136. 

Trójkąty ACD i BCD mające kąt wspólny, kąt CAD 
—=BDC, jako mające za miarę połowę łuku BD, mają 
i kąty pozostałe ADC=DBC równe, a tém samém 
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boki naprzeciw nich leżące, proporcyonalne (139. 
Wn. 8), t. j. ACz CD=CD: CB. ; 

Wn. Iloczyn z liczebnéj wartości odcinków sie- 
cznćj, rachowanych od punktu zbiegu, równasię kwa- 
dratowi ze stycznćj. 


186. Zg. Poprowadzić styczną do okregu koła 
przez punkt B dany: a) na okręgu koła (fig. 134). 

Przez punkt dany kreślę promień FB i z końca je- 
go B wyprowadzam prostopadłą (172); albo tóż z pun- 
ktu C rysuję dwie cięciwy, jedną CB przechodzącą 
przez punkt dany B, drugą zaś CD dowolną; prowadzę 
linię AB równoległą do CD, a ona jest żądaną, gdyź 
czyni kąt ABC=BCT),a przeto mający za miarę pólowę 
łuku BC(183.Wn. 2); b) za okręgiem koła (fig. 133): 
Na linii łączącćj pankt dany ze środkiem koła, jako na 
średnicy kreślę okręg koła, a linie BA i BC łączącó 
punkt dany z dwoma punktami przecięcia się okręgów 
są żądane, jako prostopadłe do promieni DA i DC koła 
danego (176. Wn); c) równoległą do prostej danej 
AB (fig.137). Prowadzę średnicę ED prostopadłą do 
linii danćj AB, a z końców jéj E i D wyprowadzone 
prostopadłe EG i DF są żądane, gdyż są stycznemi 
jako prostopadłe wyprowadzone z końca promienia, 
i są równolegle do linii danćj, jako prostopadle do 
tćj samćj prostćj ED co i linia dana; d) prostopadłą 
do prostej danćj AB (fig. 137). Prowadzę średnicę 
HI równoległą do linii danćj AB, a prostopadle JA i 
HB poprowadzone przez jéj końce, są stycznemi żą- 
danemi, gdyż będąc prostopadlemi do średnicy są za- 
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-bmi olo yt | i 

„181. Zg: Tiai linią pr bila AB potlzielić w DA 
dikni i skrajnym =slosuaku , t.jw, aby część większa 
była średnio + jeometrycznie- PIOPOrOKON ADASIA 
całą linią, a częścią jój mniejszą (lig. 188), iasi dss 

YJ końca. linii AB, wyprowadzam prostopadłą B 3 
wną połowie linii danój AB, iz punkta C: ERWE nt AB y 
CB zakreślam luk, z, punktu. A prowadzę sieczną AH 
przez środek tego koła i-odcinam AE=AD mbiejsze- 
ma odeinkowi tej siecznćj; to punkt E dzieli linią AB 
navodcinki ządaney gdyż linia AB jeśt,styczna zaśAH 
sieczna, przeto AH; AB==AB: AD, ztąd AH--AB: AB 
—zAB —AD: AD; lecz AB jako dwa razy większe od 
promienia CB równa się średnicy, DH, [przeto AH. 
AB=AH—DH=AD—=AE,—linia AB—AD—AB—AE 
=BE,—żaś linia AD==AE;s=—a4alóm AB: AB=EB:AE 
czyli AB; AK EB. —Przytóm linia AH jest także po+ 
dzielona w stosunku skrajnym i śtednim'gdyż AH:AB 
==AB: AD zaś AB=DH przeto AH; DH =D: AD. — 
Odcinek będący wyrazem skrajnym jest mniejszy od 
odcinka będącego wyrazem średnim, gdyż w pier: 
wszym stosunku *póprzednik jest większy od nastę: 
pnika, przeto i w drugim to samo ma miejsce. 


Td 
t | own 


158. Zg Nukreślić łuk taki, aby kąt dany CDE; 
mając wierzchołek na tym łuku, rT się na jego 
częciwie fig. (139). 

Prowadzę linię AF, czyniącą z. dl: Ułęciwą AB kat 
dany BAF—=CDE, uważając więć AF za'stycznę tego 
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koła którego cięciwą jest AB, kąt BAF będżie miał 
za miarę połowę łuku AB, i kąt wpisany w koło ma- 
jący wierzchołek nad cięciwą AB, opierający się na 
nićj, będzie miał za miarę połowę tego samego łakn, 
a tóm samóm równa się kątowi danemu CDE; środek 
zaś tego koła znajduje się tak na prostopadłej HG 
wyprowadzonćj ze środka cięciwy, jako tóż na pro- 
` stopadłćj AG do stycznćj wyprowadzonćj z punkta 
jéj dotknięcia się A, a zatóm w/ punkcie G ich prze- 
cięcia się. Za pomocą tego zagadnienia kreśli się trój- 
kąt symetryczny, mając jego podstawę i kąt przeciw 
legły; podstawa bierze się za cięciwę, i kreśli się trój- 
kat symetryczny, klórego wierzchołek oznaczy pro- 
stopadla wyprowadzona ze środka podstawy, prze- 
cinając się z łukiem odpowiednim tćj cięciwie. 


189. Zg. Danym promieniem DE zakreślić okręg, 
przechodzący przez punkt dany C ż styczny do piro» 
stćj danéj AB (fig. 140). 

Gdy punkt dany C leży a) na prostej danćj, z pun- 
ktu tego wyprowadzam prostopadłą OF i odcinam 
CF—=DE, a punkt F jest środkiem żądanego okręgu 
którego promieniem jest FC; b) nad linią AB (fig. 
141), to środek tego koła znajduje się w odległości 
promienia DE od punktu C, przeto leży na okręgu 
koła opisanego z C tym promieniem (24); a że jest 
styczny do linii AB, przeto środek jego znajduje się 
w odległości promienia od linii AB (12), a zatóm 
leży na linii FG równoległej do AB, będącćj w odle- 
głości promienia (79. Wn. 2), którą otrzymamy wy- 
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prowadzając prostopadłą AF=DE i prowadząc PG 
prostopadlą do FA ;— środek więc żądany znajdując 
się na okręgu HKJ ina linii FG, leży na wspólnóem 
ich przecięciu się w punkcie H lub w punkcie J, prze- 
to okręg zakreślony danym promieniem z każdego 
z tych dwóch punktów przechodzi. przez punkt C i 
jest styczny dó prostá AB. 


190. Zg. i Prath duty poka: dane Ai B Eee 
dzić okręg koła styczny da linii danćj CD (fig. 142). 

Jeżeli a) jeden z punktów A leży na linii danej CD, 
to środek tego okręgu znajduje się na linii AE prosto- 
padłćj do stycznćj wyprowadzonój z punktu jéj do- 
(knięcia i na prostopadłćj FG wyprowadzonćj ze środ- 
ka cięciwy AB; któresię przecinają (75. Wn. 8), zatćm 
leży w punkcie ich przecięcia się H; okręg zakreślony 
z tego punktu promieniem AH, jest styczny do linii 
CD (172) i przechodzi przez punkta A i B, gdyż leży 
na prostopadłćj wyprowadzonćj ze środka linii AB; 5) 
obu punkla leżą na linii rownoległćj do linii, danćj 
(fig. 143), to środek okręgu leży na prostopadłej FE 
do środka cięciwy AB, i jest styczny do linii CD w pun- 
kcie E, gdyż FE jest średnicą prostopadłą do stycz- 
nój CD, przeto przechodzi przez trzy punkta A,BiE 
(18); c) oba punkta leżą na linii zbiegojącćj się zda- 
na linia CD (fig.144), wtedy linia EB jest sieczną tego 
koła przecinającą go w punktach A i B'a linia ED jest 
styczną, dla znalezienia panktu dotknięcia się stycznćj, 
szukamy linii średnio-jeometrycznie-proporcyonalnej 
między odcinkami siecznćj, rachowanemi od punktu 
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zbiegu E (185), zakreślając na AB jako na średnicy 
okręg i prowadząc stycznę EG(187),adciąwszy więc 
EF=EG,w jedną lub drugą stronę od punkta 0, pozo- 
staja GK (rzy WODE M, Bi m nakreślić okręg koła. 
M 
191. Zg. Danym ramlan EF nakreślić okręg 
styczny do dwóch prostych danych ABi GD. 
Gdy proste dane a) zbiegają się (lig. 145), dla zna- 
lezienia środka, prowadzimy do tych linii równolegle 
HI i GJ będące od nich w odłegłości promienia EF 
t.j. prostopadla DA=BG=EF to punkt ich przecię- 
cia się J leży w odległości promienia od oba linii, prze 
to jest środkiem żądanym; z punktu więc J; promier 
niem danym zakreślam okręg kola: b) nówno/egłe (fig. 
146), promień równa się połowie wspólnćj ich pro* 
stopadłćj GH, przeto dowolnymbyć nie może. 


192. Za. Do trzech danych prostych AB, CD KEF 
poprowadzić okręg styczny dig, 141). 

Tezy linie przecinając się tworzą trójkąt GHIJ, „pór 
łowiące zaś kąty trójkąta przecinają się w punkcie O 
równo oddalonym od boków (103), przeto len punkt 
jest środkiem żądanego okręgu, promieniem zaś je- 
go jest prostopadla, wyprowadzona z punkin O na bok 
którykolwiek HG, Okręg kola'styczny dolinii EH, HG 
i GC, ma środek na polowiących kąty EHG i HGC, 
gdyż prostopadle wyprowadzone z tego punktu: do 
HE i UG tudzież GH i HC,'są sobie równe; pnakt ten 
K leży ną przedłożenia pałowiącćj kąt KIC,. gdyż 
jest równo oddalony od jego ramion JE i JC (102. 
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Wn.d yi Ztąd widzimy że do trzech linii danych AB, 
GD i EF, można poprawadzić cztery okręgi styczne. 
Jeśhby; dwie: z tych linii AB, GD były równoległe 

(fig. 145), to można poprowadzić dwa. tylko okręgi 
styczne, których środkami 'są punkta, Gi H, leżące 
w przecięciu się PARNAOOA katy jednostronne wer 


TOER iology ha myr HI azazowałomyw sio 
load r5 


193. A wosk ad kie j EFA VN 
łowych, „linie: proste, wyrażające mury oporowe są 
styczne w końcach średnicy do półokręgn, a tem saz 
mém: do nićj prostopadle ; w rysowaniu, bloków „rus 
chomych lub nierachomych (fig. 149), linie, EE 
(D.i/A8, wyrażające sznur podnoszący ciężar, są 
także stycznemi, Jeżeli drąg (fig. 150) AB jest sty: 
czny do okręgu C, i ściśle do niego przylega np; 
za pomocą zębów, lo w czasie obrotu okręga C, 
drag AB. nie przestając być, stycznym, posuwąćrsię 
będzie w górę lub na dół, Podlug tego w którę stro- 
nę obraca się koło, —i nawzajem posuwając dr 48: AB 
obracać, będziemy koło 1 tojest jeden z glównych 
sposobów. zamiany ruchu kioław ego na prosty, i. WZa- 
jennie laug 180019 0 ! 2% bs hup sap 
mw all 07 40! ] li 

194. Zt.. DATA iatan do Erha kala, ną 
trzy równe części (lig. 151), sklada się z pólkola 
ADB, z Jinialu, BE prostopadlego w końcu B -jegy 
średniey:i i węgielnicy rysunkowćj mającej, za podsta- 
wę BC promień tego kola. Aby podzielić ka JHG.na 
trzy równe części, przy krawędzi linialu BE przykła- 
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damy węgielnicę i ustawiamy narzędzie tak, aby punkt 
_ € leżał na ramieniu kąta HG zaś krawędź liniału BE 
przechodziła przez wierzchołek tego kąta i w tém pot 
łożeniu posawamy narzędzie tak, żeby drugie ramię 
kąta było styczne do półokręgu ADB;— linie HB i HF 
dzielą kąt JHG na trzy równe części, gdyż w trójką“ 
cie symetrycznym FHC oś symetryi połowi kąt H t.j. 
CHB—=BHF, kąt zaś BHF—=FHJ, bo linia łącząca punkt 
zbiegu stycznych parzystych HB i HJ ze środkiem ko- 
ła połowi kąt BHJ (182. Wn.); azatóm te trzy kąty są 
sobie równe. — Jeśli kąt dany JHG jest bardzo mały, 
to prowadzimy linię HK prostopadłą do ramienia Hl, 
a różnica pomiędzy trzeciemi częściami kątów JHK i 
GHK, jest trzecią częścią kąta JHG. — Narzędzie to 
słaży i do dzielenia łuku na trzy równe części, gdyż 
kątom równym odpowiadają luki równe. 


195. Zt. Oznaczyć na planie pni „Pany 
w czasie pomiaru (fiig. 152). 

Z punktu opuszczonego D jako ze stanowiska zdejź 
muję kąty położeń ADB i BDC między trzema przed: 
miotami oznaczonemi na planie A, Bi Cz na linii ab 
łączącćj na planie punkta odpowiednie punktom A'i 
B, kreślę okręg koła tak, aby kąt wpisany w łuk agb 
równał się kątowi ADB (158), na linii be kreślę łuk 
cfb tak, aby kąt wpisany w ten łuk równał się kątowi 
BDC,—punkt / przecięcia się tych okręgów jest ż4- 
danym, gdyż poprowadziwszy linie db, de i da, kąty 
adb—A DB, bdc=BDC. 
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$IV. Połączenie okręgu koła z linią prostą 
i zewnętrzną. 


196. Jeżeli na średnicy weźmiemy punkt to on 
z punktem swym sprzężonym, zowią się sprzężonemi 
względem okręgu koła; prostopadła wyprowadzona 
z jednego z tych punktów zowie się biegunową dru- 
giego punktu, a zarazem biegunową okręgu koła. 


197. Tw. Najkrotszą odległością okręgu koła od 
linii zewnętrznćj, jest odcinek prostopadłej wypro- 
wadzonćj ze środka koła na tę linię (fig. 153), 

ó Linia 0OA+AB-< OD 4 OCh ER a że AGF =0A 
przeto AB < CD. i 

195.-Tw. Promień koła jest śr ednio- -jeomelr ycznie 
proporcyonalny między odległościami środka koła od 
punktów sprzężonych P i Q (fig. 154). 

Z założenia mamy AP: PB=AQ: BQ przeto i AP: 
AQ—PB: BQ czyli A0—0P: OQ—A0—A0+0P: 
OQ +A0; lecz w proporcyi różnica lub summa wy- 
razów pierwszego stosunku, z różnicą lub summą wy- 
razów drugiego stosunku, składają ten sam co i te 
wyrazy stosunek, przeto AQ i OP są wyrazami pier- 
wszego, zaś OQ i AO drugiego stosunku, tak że AO: 

OP—0Q: AO czyli OP: AO=AO: OQ. 

l nawżajem: jeśli promień kota jest śr ednio. come; 
trycznie proporcyonalny między odległościami środ. 
ka od. punklu P wziętego na średnicy i punktu Q le- 
żącego na jej przedłużeniu, to punkta te są sprzężo. 
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ne; gdyż założenia: OP: AO=AOr0OQ czyli AO OP 
=0Q: AO a ztąd AQ==OP: OP=00—AO: AO i 
AO +0P: OP =O0Q+A0:AQ, następniki równe, 
przeto i poprzedniki złożą proporeyę: 0 01 
""A0—0P: «przecina bt! REAREA 
i Ha p gf nę zoi v 

190: "Tw. PARTNE łączącu piety powan r" 
cznych parzystych, jest linią biegunową hę pr ze» 
cięcia się stycznych (fig. 154). M A 

Prówadzę promień OM i odcinam na nim oP=0b) 
trójkąty więc OMP i OAP” mające kąt 0 wspólny 7al 
warty między bokami: równómi OM=0A, OP==OP" 
mają i pozostałe części równe t, j, kąt P=P* kąt M 
jest prosty i kąt P’ prosty, przeto linia P'A równole- 
gła do MQ) daje: OP': OM=0N: OQ czyli OP: OA= 
OA: OQ, ażatóm punkta PiQsą sprzężone (198.W.), 
zaś prostopadła MP przechódząca przez ZUA z Aich 

P, P, jest! bieginową drugiego lora (. 


i 


600. Tw. Jeżeli cięciwa rhn łącząca palit żetk ię 
cia się stycznych parzystych m Ow,” przechodzi 
przez pilnkt sprzężony P, to pakt wa Q ślydz. 
nych leży na biegunowej QQ fig. 154). i 

Z punkta Q „prowadzę slyczne parzyste QM; ION, 
odpowiednia im cięciwa MN jest prostopadła do (00 
i wyznacza punkt P sprzężony z Q; prowadzę cięci- 
wę ma przez punkt P, i z panktów m im Wwyprowa- 
dzam styczne przecinające się w punkcie Q?, a mam 
dowieść że linia QQ” jest prostopadła do QO, czyli 
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że jest biegunową punktu P.— Dla stycznych parzy: 
stych wychodzących z punktu Q mamy: OP: OA= 
OA: ØQ czyli 04: OP=OQ: OA, dla wychodzących 
z Q', Op: OC=0C: OQ'; mnożę przez siebie dwie 
ostatnie proporcye, zaś wypadłą proporcyę dzielę 
przez promień i będzie Op: OP=OQ : OQ% trójkąty 
więc OPp i OQQ” mające kąt O wspólny a boki za- 
wierające ten kąt propórcyonalne, mają i kąt OpP= 
000 (139. Wn. 7), lecz kąt OpP jest prosty (152: 
Wn. c), przeto i kąt OQQ” jest także poeg i linia 
OQ’ prostóopadla do QO: 

Wn. Ilekolwiek cięciw poprowadzimy przez punkt 
P; to styczne im odpowiednie przecinają się na pro- 
stopadlćj do połowiącćj kąt stycznych parzystych, 
wyprowadzonćj z punktu ich zbiegu i przechodzącej 
aaa punkt P. 


201. Zg. Mając pitnkt, znaleźć dritgi punkt z nim 
sprzężony wzgłętem danego okręgu koła (fig. 154). 

Jeżeli pankt dany leży a) wewnątrz okręgu, to 
przez ten pankt P prowadzę cięciwę MN a punkt prześ 
cięcia sięstycznych MQ i NQ; wyprowadzonych ż kóń: 
ca cięciwy jest żądanym (108); b) zewnątrz okręgi, 
to przez ten punkt prowadzę styczne parzyste ON i 
QM; a przecięcie się linii OQ połowiącej kąt, z od+ 
powiednią im cięciwą MN daje punkt żądany. 


202. Zł. Na własności linii polarnćj punktu leżącego 
wewnątrz okręgu koła, opiera się sposób zamiany ru- 
chu kołowego na ruch po prostćj i wzajemnie; jeśli cię: 

23 
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ciwa MN obracać się będzie około punkta P w wyżło» 
bionym okręgu kola O; zaś drągi QN 1 QM nie mogą 
oddalić się od ak ręgu kola, to punkt ich przecięcia się 


Q posuwać się będzie „po. linii QQ” równoleglćj do: 


pierwotnego położenia draga MN — i nawzajem jeśli 
punkt Q posuwa się po linii QQ), to drągi QM ON 


nie mogące oddalić się od drąga MN, przecięciem się 


z drągiem MN opiszą łuk okręgu koła. 


$ T. Połączenie okręgu koła z liniami lamanemi. 


203. Wielokąty mające wszystkie wierzchołki, na 
okręgu koła zowią się wpisanemi w koło, mające zaś 
wszystkie boki styczne do okręgu, zowią się opisa- 
nemi na kole; z poprzedzającego wynikas 1° (rój 
kąt a) może być wpisany w koło, gdyż punkt prze- 
cięcia się prostopadłych wyprowadzonych ze śrędka 
boków; jest równo oddalony od wierzcholków (104), 
przeto jeżeli z tego punktu przez jeden z wierzchoł- 


ków zakreślimy okręg koła, lo on przejdzie i przez. 


dwa inne, jako będące w odległości promienia od 


środka okręgu (24); b) może być opisany ma kole, 


gdyż punkt przecięcia się połowiących kąty, jest w je- 
dnakowój odległości od boków (103), czyli że pro- 


stopadłe wyprowadzone z tego punktu na boki są so- 


bie równe, biorąc więc ten punkt za środek, zaś je- 
dną z prostopadłych za promień, dwie drugie prosto- 


padle, jako jéj równe, będą także promieniami, a boki , 


trójkąta jako prostopadłe do promieni są stycznemi: 


www.rcin.org.pl 


h 119 


Qw Prosłokat może być wpisany w koło, gdyż środek 
jego przekątnićj, jako Środek przeciwprostokątnićj, 
jest równo oddalony '04' wszystkich wierzeołków 
(106). 8% W czworokącie wpisónym'w koło, kąty 
przeciwległe, jako mejące ża miarę połowę ókręgn, 
spełniają się. 4 Wiełokąt foremny może być a) 
wpistny w koło, gdyż linie połowiące kąty są sobie 
równe (123); b) opisany na kołe, bo linie połowią- 
ce boki są do nich prostopadłe i równe sobie; osie 
symetryi połowiące kąty są średnicami koła opisane- 
go, zaś połowiące boki, wpisanego. 5% Enki odpo- 
wiednie bokom wielokąta for. wpis. są sobie równe, 
dla równości cięciw (27); i nawzajem: jeśli okręg po- 
dzielimy na równe części, to cięciwy tych luków skla- 
dają wielokąt fr, jako mający boki równe (28) i ką- 
ty równe, bo mające za miarę cały okręg kola, bez 
łuków odpowiednich ramionom kąta, które z założe: 
nia są sobie równe. 6" Podzieliwszy okręg koła na czę: 
ści równe (fig. 156), i przez punkta podziałów A, B, 
C, D, E poprowadziwszy styczne, one złożą wielokąt 
foremny opisany na kole; gdyż linie OF, OG... poło- 
wiące kąty stycznych parzystych przechodzą przez 
środek koła (192. Wn.), są sobie równe, linie bo- 
wiem łączące punkta A z B... składają wiełokąt for. 
wpis. w koło, przeto OŁ=OM, zaś LF-=MG jako bo- 
ki trójkątów prostokątnych mających BL=BM, kąt 
FBL=G3M. bo spelnienia ich LBO i OBM równe. 
1» Mając wielokąt foremny wpisany w koło, aby wpi- 
sać wielokąt o podwójnćj liczbie boków, połowimy 
łuki odpowiednie bokom i łączymy je z wierzchołka» 
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mi wielokąta; liczba jego boków będzie dwa razy 
większa, bo każdemu bokowi danego, odpowiadają 
dwa boki w powstałym tym sposobem wielokącie,— 
on zaś jest foremny, bo łuki odpowiednie bokon są 
sobie równe. Podobnie mając wielokąt for. opisany 
na kole, chcąc opisać wielokąt o podwójnćj liczbie 
boków, połowimy łuki zawarte między panktami ze- 
tknięcia, i przez te punkta prowadzimy styczne. j 


204, Tw. (Ptolomeuszowe). W czworoboku wpi* 
sanym w koło, iloczyn z dwóch przekątnich równa się 
iloczynowi z boków przeciwległych; AD.BE=AB.ED 
-++BD.AE fig. 155). 

Prowadzę cięciwę EK=BD; trójkąty ABD LAFE 
mające kąt D=E jako mierzące się połową łakn AB, 
kąty A; równe dla równości łuków BD i KE,— mają 
i boki proporoyonalne (139. Wn. 8): AD: DB = AE; 
EF, a ztąd AD,EF=DB.AE; trójkąty DAE i BAF mä- 
jące kąt D=B jako mierzone połową łuku AE,—kąt 
EAK=DAB , dodawszy więc kąt KAD, będzie kąt 
EAD—=FAB, —mają boki proporcyonalne: AD; DE= 
AB: BF, a ztąd AD.BF=DE.AB ;— dodając te dwie 
równości do siebie otrzymamy AD.EF 4; AD,BF—=DB, 
AE+ DE.AB czyli: AD. (EF +-BEF>—=DB. dh DE,AB, 
albo AD.BE=DB.AC+DE.AB. 


105. Tw, Obwód wiełokąla foremnego wpisanega 
w koła, jest mniejszy od okręgu lego kola; —opisane- 
go zaś jest większy od okręgu kalu (fig. 156). 

a) Obwód wielękąta foręmnegn ma tyle boków. 
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równych sobie, zilu łuków równych składa się okręg 
koła, lecz że każden bok jest mniejszy od odpowie- 
dniego łuku (3, Wn. 2), przeto i obwód jest mniej- 
szy od okręgu. b) Linia łamana AFB jest większa od 
luku AB, uważając go za linię lamaną złożoną z naj- 
drobniejszych części linii prostej: 20), przeto obwód 
wielok. opis. jest większy od okręgu; albo: obwód 
wielokąta opisa. GHJ... nie może być równy okręgo= 
wi, bo obwód opisanego o podwójnćj liczbie boków, 
jako mniejszy,ad obwodu tego wielokąta (20. Wn.), 
byłby mniejszy od okręgu koła, i to tótm mniejszy im 
bardzićjby się zbliżał do okręzu t.j. że różnica mięs ' 
dzy obwodem wielok. a okręgiem powiększalaby się 
w miarę zbliżania się tych linii, przeto obwód wielo- 
kąta onisan. nić może być ani równy, ani mibiejszy 
a zatóm jest większy od okręgu koła. l 


106. Tw. W wielokatach for. równoobwodowych, 
różnica między promieniem a prostopadła do boku 
tém jest mniejsza, im wielokąt ma większą liczbę bo- 
ków (fig. 151). 

Linia AB jest bokiem wielokąta, bok więc wielo: 
kąta równoobwodowezo o podwójnćj liczbie boków, 
równać się będzie polowie AB, zaś kąt odpowiedni 
mu we środku koła będzie połową kąta AOB odpo- 
wiedniego bokowi AB. Dla znalezienia boku wielo- 
kąta o podwójnćj liczbie boków, ze środka cięciwy 
AB wyprowadzam prostopadlą PC i punkt G przes 
cięcia się jéj z okręgiem z punktami Ai B łączę pro- 
stemi i ze środka linii AG prowadzę A'B' równolegle 
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do'AB; Knia więc AB jest bokiem wielokąta o po- 
dwójnćj liczbie boków (139. Wn.5), potrzeba dowieść 
że różnica między promieniem CA" a prostopadłą CP 
jest mniejsza miżeli między promieniem CA a prósto- 
padłą CP. m) Widzimy, że CP= CP=Y%, (CO +0P), 
przeto CP*> OP, -gdyż w CP* wchadzi połowa OP 
z półową promienia która jest większa ad połowy OP. 
by Wtrójkącie prostokątnym CAO, CO CWE CA 
CP* a że CPr CA* przéto i CA% CO. Mamy więć 
dwie nierówności OA > OP i CA” > CP” lecz że OA 
> CA' 10P = CP”, przeto większa jest różnica pomię- 
'dzy OA i OP aniżeli między CA’ i CP. 


207. Tw. Stosunek boku kwudratu opisanego: da 
promienia równa się stosunkowi |/2:1 (fig. 158). 
Przekątnie w kwadracie są prostopadle (118. Wn. 
2il 1); PZ ce prostokątnym AQB —A0” 
+0B —AB czyli 2 A0=1. AB, a ztąd AB: AO*= ` 

2:1 albo AB: AO=]/2: 1. 

Wn. 1. Stosunek średnicy do boku równa się sto- 
sunkowi boku do prodniedia; gdyż AB*4-BC'-=AC" 
ezyli l2 RB =i. AC, ztąd AC: AB? SA 1 lub AC: 
AB=2 Vyż:1 

Wn. 2. Prostopadla Of równa się polowie boku 
AB. bo linia łącząca środki boków EF równa się bo- 
kowi. | 

203. Tw. Bók sześciokąta for. wpisanego w koło, 
równa się promieniowi tego koła (fig. 159). ` 
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Trójkąt AOB, ma kąt O równy % czterech kątów 
prostych, czyli /, ll, przeto kąt A B==% Il; a że one 
są sobie, jako leżące naprzeciw promieni, przeto i ka- 
żdy znich jest % II, a zalóm bok AB sześciokąta, ró- 
wna się promieuiowi OA. 

Wn. OE +EA' AO" czyli EO =A0 — EA =A0* 

—Y A0=% a0? czyli prostopadła OE=="3 3 JAO.. 


2:9. Tw. Bok dziesięciokąła anda w kos, 
ło, równa się większéj części promienia podzielone= 
go w średnio-skrajnym stosunku (fig. 160). 

Linia AB jest bokiem dziesięcioboku for. M A 
go w kolo, przeto w trójkącie BOA kąt O jest o czę- 
ścią 2i czyli *0 II, przeto dwa pozostale kąty czynią 
Św Il, a że są sobie równe, więc każdy jest *4, czę- 
ścią II, azatém dwa razy większy od kąta AOB; po- 
prowadziwszy linię BJ połowiącą kąt B, linia BI=JO 
jako leżące naprzeciw kątów równych O i JBQ; w trój- 
kącie ABJ bok BJ=AB dla równości kątów przeciw» 
ległych, kąt bowiem zewnętrzny BJO równa się my 
(50..Wn.), przeto wewnętrzny BJA =" Il ==,Ą;— 
w trójkącie OBA linia BJ połowiąca kąt B, diod 
sławę na odcinki proporcyonalne da boków (142; 
OB; AB=OJ.AJ czyli OA: AB=ACZJA, a zatóm bok. 
AB dziesięciok ata for. wpis, w kolo równa się więz, 
kszój i t. d, 


210. Tw. Łuk Hao bokowż pietro for. 
wpis. w koło, równa się różnicy łuków, odpowiednich 
bokom sześciokąta i dziesięciokata. | 
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v Łok odpowiedni bokowi sześciokąla jest Y, akre: 
ga zaś dziesięciokąta o okręgu, przeto rožnica ich 
10-601 14, 


0. js okręgu kola, 


Ya 


211. Tw. Jeżeli bok AB wielokata for. wpisanego 
w koło przyjmiemy za bok wielokąła o podwojnej li: 
czbie boków, to środek koła opisanego na tym drugim 
wielokącie leży na przecięciu się pr 'oslopadłej ED wy- 
prowudzonćj ze środka boku z okr 'egiem opisunym na. 
pierwszym wielakącie (fig. 161). 

at środkowy w wielokącie o podwójnéj liczbie 

boków, jest połową kąta środkowego danego wielo- 
kąta, gdyż podwójną liczbę razy zawięra się w 211, 
przytóm środki obudwóch wielokątów leżą na pro- 
stopadlćj do środka boku AB, jako wspólnćj średnie 
cy kół opisanych na tych wielokątach, przelo Środek, 
drugiego wielokąta leży na przecięciu się tój linii z o- 
kręgiem C, bo w tym tylko razie kąt jego środkowy 
ADB jest połewą kąta środkowego ACB: 


212. Zg. Wdane koło wpisać a) kwadrał(f. 15$. J’ 
Prowadzę średnice prostopadle AG i DB i końce ich 
łączę prostemi, to czworobok jest kwadratem, gdyż 
przekątnie są prostopadle, przeto wszystkie boki ró 
wne,a że przekątnie są sobie równe, przeto kąty proste 
(118.Wn.l). b) Sześciokąt for. przenoszę promień ko- 
ła na okręg sześć razy, i otrzymam wielokąt szukany, 
gdyż bok sześciokąta równa się promieniowi (208)., 
c) Ośmiokqt for. (fig. 159), wpisuję kwadrat ABCD 
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i połowię łuki odpowiednie bokom przez prostopa- 
dle OE.. wyprowadzone do tych boków, środki, łu- 
ków połączone z wierzchołkami kwadratu dają wiel, 
żądany (208, 4”); albo: środki L,M.., łuków AG, GB 
it.d. łączę prostemi. d) Dziesięciokąt for.; promień 
tego okręga dzielę w stosunku średnio-skrajnym i 
część większą przenoszę na okręg (209). e) Pięlna= 
stakat for, (Gg. 160); Z końca A promieniem bokuAB 
dziesięciokąta, zakreślam luk OC, a on na okręgu i (0) 
odetnie łuk BG odpowiedni bokowi, hiwe, Ładne 
go:(240) ją, isbodożzyą didelorogig wę AORN f 
; N, 
213. Zg. Na Knee boku Myy a), sześ eio- 
kat. foremny (lig. 151); na danym boku AB, kręślę 
trójkąt foremny AQB, z wierzchołka Q promieniem 
OA zak reślam okręg, na który bok AB przenoszę sześć 
razy; b) ośmiokał foremny (lig. 162); ze środka boku 
AB wyprowadzam prostopadłą i odcinam na nićj EC= 
EB, a punkt C jest środkiem kola opisanego na kwa- 
dracie, którego bokiem jest AB, gdyż prostopadła ró- 
wna się polowie boku; biorąc więc AB, za bok ośmio- 
kąta, środek koła opisanego na tym wielokącie leży na 
przecięciu się prostopadłćj EC z okręgiem opisanym 
na kwadracie t.j. w punkcie D, pozostaje więc z punkta 
D promieniem DB zakreślić okręg, i przenieść na nie- 
go bok dany AB ośm razy; c) dziesięciokąt foremny 
(fig.168); promieniem równym połowie boku danego, 
kreślę okręg styczny do tego boku w punkcie A i pro- 
wadzę sieczną BC przez środek tego koła, to BC:AB=— 
AB; DB czyli BC: CD—=CD: DB, linia więc CB jest pro- 
24 
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mieniem podzielonym w średnio-skrajnym stosunku, 
którego część większa równa się bokowi danemu, — 
pozostaje tylko tym promieniem zakreślić okręg koła 
i przenieść na niego bok AB dziesięć razy; d) pięcio- 
kąt foremny, (fig. 163); środek koła wielokąta o po- 
dwójnćj liczbie boków znajduje się na okręgu opisa- 
nym na wielokącie o dwa razy mniejszćj liczbie bo- 
ków, przeto znalazłszy środek koła opis. na dziesię- 
ciokącie foremnym, którego bok CF=AB, uważam ten 
bok za bok pięciokąta foremnego, przeto okręg koła 
opisany na pięciokącie przechodzi przez trzy punkta 
C, F,B—i pozostaje tylko na ten okręg przenieść bok 
CF pięć razy; e) dwunastobok foremny (lig. 164), bok 
dany AB biorę za bok sześciokąta for., którego śro- 
dek jest na prostopadłćj CD i na łuku zakreślonym 
z punktu A promieniem AB;=okręg więc zakreślony 
promieniem DA jest okręgiem opisanym na sześcioką* 
cie, przeto środek koła opisanego na szukanym dwu- 
nastokącie jest w punkcie E przecięcia się prostopa- 
dłćj z okręgiem D,— pozostaje tylko z punktu E pro- 
mieniem EB zakreślić okręg i przenieść nań bok AB 
dwanaście razy. 
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ROZDZIAŁ IV. 
Połączenia okręgów kół. 


$ L Warunki nieprzecinania się i równoległości; 
przecinania się i styczności. 


214. Prosta łącząca środki dwóch okręgów zowie 
się linią środków, linia ta może być albo mniejsza, 
albo równa, albo większa od różnicy promieni; bę- 
dąc większą od różnicy promieni, może być mniejszą, 
równą lub większą od summy promieni. Z tych sze- 
ściu stosunków linii środków do promieni, wynikają 
warunki wzajemnego położenia okręgów leżących na 
płaszczyznie. Koła leżące na płaszczyznie mogą mieć 
dwa punkta wspólne (26) i zowią się przecinającemi 
się, gdy zaś te dwa punkta zlewają się w jeden, okrę- 
gi zowią się słycznemi; albo tóż okręgi nie mają ża- 
dnego punktu wspólnego i są oddzie/nemź, jeśli zaś 
punkta jednego okręgu są jednakowo oddalone od 
okręgu drugiego, okręgi zowią się równoległemi ja- 
kiemi są współ-środkowe. Okręgi mogą być styczne 
i oddzielne wewnętrznie lub zewnętrznie, podług te- 
go, czy punkta jednego leżą wewnątrz lub zewnątrz 
dcugiego. 


215. Tw.gł. Okręgi kół są: a) oddzielne lub b) sty- 
czne wewnętrznie, ©) przecinające się, d) styczne lub , 
e) oddzielne zewnętrznie,— gdy linia środków jest: a) - 
mniejsza lub b) równa różnicy promieni—c) większa 
od różnicy, lecz mniejsza od summy—dy równa lub 
e) większa od summy promieni. 
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a) Zak. AB 4 AC—BD. Tw. że wszystkie punkta 
okręgu B leżą wewnątrz okręgu A (fig. 165). 

Przedłażam linię środków AB do przecięciasię z o- 
kręgami w punktach D i C; punkt D leży w okręgu A, 
gdyż odległość jego DA od środka tego koła, jest 
mniejsza od promienia AC, bo z założenia różnica 
promieni jest większa od linii środków AB. Pankt 
H okręgu B leży wewnątrz okręgu A, gdyż oddalenie 
jego AH od środka tego okręgu, jest mniejsze od pro- 
mienia AC, bo AH < AB+-BH czyli od AD, lecz AD 
Z AC to tém bardzićj AH < AC. 

b» Zak. AB=AC—BC. Tw. że okręgi A i B są sty- 
czne wewnętrznie (fig, 166). 

Przedłużam linię środków AB do przecięcia się 
z okręgami; punkt C przecięcia się tej linii. z okrę- 
giem B, leży na okręgu A, gdyż odległość jego od 
środka tego koła równa się promieniowi i, bo jeśli 
linia środków AB równa się różnicy promieni, to'pro- 
mień koła mniejszego BC, powiększony linią środków, 
równa się promieniowi okręgu A większego ; punkt 
H okręgu koła B leży wewnątrz okręgu A, gdyż AH 
< NB+BH czyli od AC, przeto wszystkie punkta 
okręgu koła B, oprócz punktu C leżącego na okręgu 
A, leżą wewnątrz tego okręgu, a lém samém okręg 
B jest styczny wewnętrznie z okręgiem koła A, 
+ €) Zak. AB > AC—BD czyli AB+-BD > AC i AB 
(2 AC+BD czyliAB—BD < AC. Tw. że okręgi prze- 
cinają się (fig. 167). 

Punkt D okręgu koła B leży wawaiii okręgu A, 
gdyż AD=AB—BD, a że A5— BD podług założenia 
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iest mniejsze od promienia okręgu A toi AD "AC; 
punkt K okręguB leży zewnątrz okręgu A, gdyż AK= 
AB--BK, a że podług założenia linia środków z pro- 
mieniem koła mniejszego, jest większa od promienia 
koła większego A to i AK > AC; a zalém okręg B ja- 
ko mający jeden punkt wewnątrz zaś drugi zewnątrz. 
okręgu A, przecina się z tym okręgiem. 1 l 

d) Zak, AB=AC+BC. Tw. że okręgi są quom 
zewnętrznie (fig. 168). 

Punkt D przecięcia się z okręgiem B zstjduje się 
na okręgu A gdyż CA=AB—BD, t. j. promieniowi 
kola większego, dla podobnéj przyczyny i punkt © 
przecięcia się, Z okręgiem koła A leży na okręgu B, 
przeto te punkta przecięcia się linii środków z okre- 
gami są jednym punktem wspólnym dla tych obu okrę- 
gów; wszystkie inne punkta okręgu B leżą zewnątrz 
okręgu A, gdyż połączywszy punkt H ze środkami kół 
A i B, linia AH+-HB > AC + CB czyli AH > AC. 

e) Zak. AB > AC+-BD. Tw. że okręgi są oddziel- : 
ne zewnętrznie (fig, 169). 

Punkt D przecięcia się linii środków AB z E 
giem B leży zewnątrz okręgu A, gdyż AD=AB—BD, 
a że z założenia promień okręgu A jest mniejszy od 
linii środków zmniejszonćj promieniem drugiego 0- 
kręgu, przeto AD — AC; wszystkie inne punkta okrę- 
gu kola B leżą zewnątrz okręgu kola A, gdyż AH+- 
HB > AD+ DB czyli AH > AD zaś SAD = AC, to tém 
bardziéj AH > AC. 

216. Tw. od. W okręgach: a) oddzielnych, linia 
środków jest mniejsza od różnicy, lub większa od Sum- 
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my promieni; b) w przecinających się, większa od ro- 
żnicy, lecz mniejsza od summy, ©) w stycznych ró- 
wna różnicy lub summie promieni. 

a) Linia środków jest mniejsza od różnicy promie- 
ni lub większa od summy; gdyż jeśliby była równa 
różnicy, to okręgi byłyby styczne wewnętrznie, jeśli- 
by była większa od różnicy a mniejsza od summy, 
okręgi przecinałyby się i nakoniec jeśliby była równa 
summie, okręgi byłyby styczne, co się sprzeciwia za- 
łożenia. Podobnym sposobem dowiedlibyśmy innych 
przypadków. 


Wn. 1. Punkt C dotknięcia się okręgów stycznych 
leży na linii środków, gdyż jeśliby leżał zewnątrz téj 
linii w punkcie H (fig. 166 i 168), to poprowadziw- 
szy promienie do tego punktu, w pierwszym razie ró- 
żnica promieni byłaby mniejszą, w drugim summa 
promieni większą od linii środków AB, a tém samém 
okręgi niebyłyby styczne; styczna więc w punkcie 
zetknięcia się okręgów, jest ich wspólną styczną, ja- 
ko linia prosta prostopadła do obudwóch promieni. 


Wn. 2. W okręgach oddzielnych zewnętrznie, od- 
cinki linii środków, utworzone przez okręgi, mierzą 
najmniejsze i największe oddalenie się punktów tych 
okręgów; w oddzielnych zaś wewnętrznie, odcinek od 
strony środka mniejszego okręgu, mierzy najkrótsze 
oddalenie; dla oddzielnych wewnętrznie (fig. 165) li- 
nia CD=AC—(AB+-BD), zaś HE+HB-HAB > AB 
czyli HE > AE—(HB BA) przeto CD < HE; dla od- 
dzielnych zewnętrznie (fig. 169), a) Bd dc+-cA > 
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BD+DC+-CA czyli de > DG, 5) BT +BA+A0 > 
de czyli DVC > d'e. 

Wn. 3. W kołach przecinających się (fig. 167), 
linia środków jest prostopadłą do cięciwy łączącej 
pankta E, H przecięcia się, gdyż środki kół A i B są 
równo oddalone od końców tćj cięciwy. 


217. Tw. Okregi oddzielne wewnętrznie , mające 
środki w jednym punkcie, są względem siebie równo- 
legle (fig. 170). 

Odcinek CD wspólnego promienia zawarty między 
temi okręgami, mierzy najkrótsze oddalenie się pun- 
ktu D jednego okręgu od okręgu drugiego; gdyż CD 
równa się różnicy promieni, zaś każda inna linia DE 
jest od nićj większa; linie te mierzące najkrótsze od- 
dalenie punktów jednego okręgu od okręgu drugie- 
go są sobie równe, jako różnice równych promieni, 
przeto i oddalenia punktów jednego okręgu od współ- 
środkowego są jednakowe, czyli okręgi współśrod- 
kowe są względem siebie równeległe. 

Wn. Łuki GC i FD okręgów współśrodkowych, 
zawarte między promieniami koła większego, zawie- 
rają jednakową liczbę stopni, jako odpowiednie ką- 
towi CAG zawartemu między tęmi promieniami. 


218. Zg. Wzgłędem okręgu danego A, danym 
promieniem BD nakreślić okręg a) oddzielny wewnę-' 
trznie ulbo zewnętrznie. Na promieniu (fig.165) AC 
okręgu, albo (fig. 169) od punktu D wziętego na prze- 
dłażenia promienia AC odcinam promień dany DB i 
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tym promieniem z punkta B zakreślam okręg koła; 
b) przecindjący go w punktach Hi E (fig. 167). Z pun- 
kiu B leżącego w odległości promienia BD od pun- 
któw H i E zakreślam okręg koła ten jest żądanym; 
e) styczny wewnętrznie lub zewnętrznie. Od końca 
promienia C na tym promieniu (fig. 166) lub: jego 
przedłużeniu (fig. 168) odcinam promień dany od C 
do B to punkt B jest środkiem żądanego okręgu. 


219. Zt. W rzemiosłacii, kola współśradkowe kre: 
ślą się na tój zasadzie, że są względem siebie równo- 
ległe; do okręgu koła wytoczonego A przykłada sig 
prostokąt niemający boku BC, opatrzony liniałem I G, 
prostopadlym do środka boku DE; gdy końce linia- 
łów BC leżą na okręgu, cięciwa łuku BC jest Czwar= 
tym bokiem prostokąta, przeto liniał FG jest także 
prostopadły i i do jéj środka, a zatém przechodzi przez 
środek koła A,— umieściwszy więc ostrze w pewnćj 
odległości na liniale FG, ono zakreśli okręg. współ 
środkowy, gdyż różnica promieni KG dla okręgu A 
i rysowanęgo ostrzem G, jest jednakowa. 


$ Il. Pankta sprzężone z linią środków. 


(Centre de similitade directe et inverse). 


220. Tw. Linie łączące końce promieni równołe- 
głych, skierowanych w jedną stronę, przecinają się 
z linią środków w punkcie sprzężonym zewnętrznym, 
zaś łączące końce promieni skierowanych w przeci- 
wne strony, przecinają się w punkcie Sprzężonym zé- 
wnętrznym względem linii środków. 
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19 Linie łączące końce promieni fównoległych 
przecinają się w jednym punkcie (fig. 172); linia Aa 
przecina się z linią środków Oo, bo promienie równo- 
ległe OA i oa są nierówne ,—linie GA i GO przecięte 
równoległemi, dają (139. Wn. 5): OA: oa=OG:0G a 
ztąd OA—oa: oa=0G—0G: 0G; trzy wyrazy tćj pro- 
poreyi dła wszystkich promieni równoległych nie zmie- 
piają się, przeto i czwarty 0G jest stały, czyli wszystkie 
linie łączące końce promieni równoległych przecinają 
się w jednym punkcie. Podobnie promienie OD i od 
skierowane w przeciwne strony dają: OD: od=0g: 
go, a ztąd OD-kod: od=O0g+ og: og, dla wszelkich 
promieni skierowanych w przeciwne strony trzy wy- 
razy tćj proporcji nie zmieniają się, przeto i czwarty 
og jest stały, czyli linie łączące końce tych promieni 
przecinają się w jednym punkcie. 2° Punkta Gi g 
są sprzężone względem linii środków Oo, gdyż tak 
stosunek odległości punktu G, jak i punktu g od koñ- 
ców tćj linii, jako równe stosankowi promieni, są 
sobie równe, przeto GO: Go=gO: go. 

Wn. Proporcyje OA—oa: oa=Do: oG tudzież OD 
+od: od=0o: og pokazują, że dla kół a) oddziel- 
nych wewnętrznie OA—oa >. Oo przeto i oa > 0G, t.j, 
punkt sprzężony zewnętrzny jest wewnątrz kola mniej- 
szego, gdyż odległość jego oG od środka tego koła 
mniejsza od promienia,podobnie i punkt sprzężony we- 
wnętrzny; b) stycznych wewnętrznie, DA—0a—0o 
przeto i oa=0G t.j. zewnętrzny w punkcie dotknięcia 
się, zewnętrzny zaś wewnątrz mniejszego, gdyż OD -+ 
od > Oo to od> og; c) przecinających się, OA—0a < 

25 
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0o to 0a <4 0G zewnętrzny leży zewnątrz koła mniej- 
szego wewnętrzny wewnątrz, gdyż OD+-0d > Oo toi 
od > og; d) stycznych zewnętrznie, OA— oa 4 00 
to i 0a < 0G zewnątrz mniejszego, zaś wewnętrzny 
w punkcie dotknięcia się, gdyż OD +od==00 to i od 
=0g; e) dla oddzielnych zewnętrznie, zewnętrzny ze- 
wnątrz mniejszego—wewnętrzny między okręgami. 

Uw. Punkta sprzężone linii środków wyznaczane 
przez linie łączące końce promieni równoległych, 
najdokładnićj wyznaczają się przez wspólne styczne 
do tych okręgów, gdyż przecinają linię środków pod 
kątem większym od innych linii. 


221. Tw. Punkta sprzężone zewnętrzne, wzglę- 
dem linii środków trzech okręgów A, B 1 G, leżą na 
jednej linii prostej (fig. 118). 

Do okręgów AiB, A i C; Bi,C prowadzę wspól- 
ne styczne KL, MN i ON łączące końce promieni ró- 
wnoległych i i skierowanych w jedną stronę, które 
przecinając się z liniami środków AB, AG i BC dają 
trzy punkta D, E, F sprzężone zewnętrzne względem 
tych linii, potrzeba dowieść że te trzy punkta leżą na 
jednćj linii prostćj, Dla okręgów A i B mamy: AD: 
DB—AK: BL zaś dla A i C, EG: EA=CN: AM, mno- 
żąc te proporcye otrzymamy: AD.EG: DB.EA—=CN: 
BL gdyż drugi stosunek ma wspólny czynnik AK i AM; 
lecz CN: BL=FC: FB, przeto i AD.EC:DB. EA=FC: 
FB a ztąd AD.EC.FB=DB.EA.FC, azatćm trzy pun- 
kta D, E i F leżące na przedłożeniu boków trójkąta 
ACB, są w kierunku linii prostćj (155). 
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Wn. Podobnym sposobem dowiedlibyśmy, że pun- 
kta sprzężone wewnętrzne dwóch linii środków z pun- 
ktem sprzężonym zewnętrznym trzecićj, leżą na jednćj 
linii prostój. Linie przechodzące przez podobne pun- 
kta sprzężone zowią się oszami sprzężonemi (axe de 
similitude -directe et inverse), trzy więc okręgi mają 
cztery osie sprzężone: jedną zewnętrzną, a trzy we- 
wnętrzne. 


222. Zg. Znaleźć punkta sprzężone dwóch okre- 
gów O io (fig. 172). 

Prowadzę promienie równoległe OA i oa skiero- 
wane w jedną stronę, a linia łącząca ich końce Aa 
przecinając się z linią środków Oo daje punkt G sprzę- 
żony zewnętrzny, linia zaś Ee łącząca końce promie- ` 
ni skierowanych w przeciwne strony, przecinając się 
z linią środków daje pankt g wewnętrzny. 


223. Zr. Do dwóch danych okręgów © i o popro- 
wadzić linie styczne. | 

Gily promienie okręgów danych a) znacznie się ró- 
żnią (fig. 112), wynajduję ich punkta sprzężone G 
ig (222) a styczne G, Ge, gei gd poprowadzone 
do jednego okręgu o są zarazem stycznemi i do dru- 
giego O, gdyż jeden jest tylko punk! sprzężony; b) 
mało się różnią (fig. 114); różnicą promieni tych o- 
kręgów, ze środka A kola większego, zakreślam okręg, 
do którego ze środka koła mniejszego B prowadzę 
styczną BC, przedłażam promień AC prostopadły do 
tej stycznćj, a on przecinając się z okręgiem A daje 
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punkt D, przez który przechodzi styczna żądana; po- 
prowadziwszy promień BE równoległy do AD, otrzy: 
mamy i drugi punkt E leżący na tćj stycznej DE ;— 
czworokąt bawiem CE jest równoległobokiem (116, 
4), a że w nim kąt C jest prosty, przeto on jest pro- 
slokątem, a zatém linia DE prostopadła do promieni 
okręgów, jest ich wspólną stycznąi— e) nieróżnią się 
(fig. 175) czyli są sobie równe; do linii środków AB 
prowadzę promienie AC i BD prostopadłe, a linia CD 
Jącząca ich końce jest żądaną, gdyż czworokąt AD 
jest prostokątem. 


224. Zg. Przez punkt dany 4 nakreślić koło sty- 
czne do dwóch prostych zbiegających się (fig. 116). 

Prowadzę linię EF połowiącą kąt zawarty między 
danemi prostemi AB i CD, która jako równo oddalo- 
na od ramion kąta (102. Wn.l), zawiera środki wszy 
stkich okręgów stycznych do obu tych linii; punkt J łą- 
czę z punktem zbiegu prostych danych AB i GD (167), 
a że punkt zbiegu jest sprzężonym zewnętrznym dla 
okręgów stycznych do linii danych (220), przeto linią 
JN łącząca punkt J, mającego się nakreślić okręgu, 
z punktem sprzężonym, przechodzi przez końce pro- 
mieni równoległych w okręgach stycznych do linii da- 
nych;—jeśli więc z punkta dowolnego K połowiącćj 
EF, promieniem równym prostopadłej KG, wyprowa- 
dzonćj z tego punktu na ramię CP, zakreślimy okręg 
kola, to on będzie stycznym do linii danych, jako bę: 
dących w odległości promienia od środka tego kola 
(172), promienie zaś KN i KL są równoległe do pros 
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mieni kół stycznych, łączących punkta przecięcia się 
tych okręgów zlinią JN, przeto przez punkt J żądane- 
go okręgu poprowadziwszy linie równoległe do tych 
promieni, one przecinającsię z połowiącą FE dają śro- 
dek S i F żądanego koła i pozostaje tylko z tego pun- 
ktu zakreślić okręg styczny do jednćj z linii danych CD. 
Jeśli punkt dany J (fig.177), leży nalinii połowiącćj EF 
to prostopadła JG wyprowadzona z tego punktu do li- 
nii EF jest styczną do okręgu żądanego, a że i linia CD 
jest także styczną, przeto punkt G jest zbiegiem stycz= 
nych parzystych; odciąwszy więc GH równe GJ otrzy- 
mamy punkt H dotknięcia się stycznój CD z okręgiem 
szukanym (152. b), a linia HS prostopadła do sty- 
cznćj CD w punkcie jéj dotknięcia H, przecinając się 
z linią środków EF, daje środek S żądanego okręgu. 
Odcinając GD—=GJ otrzymamy drugi okręg styczny 
do linii danych. 


225. Zł. Jeżeli dwa bloki (fig. 178) połączymy 
sznurem lub rzemieniem wyprężonym DCGF z połą- 
czonemi końcami, wtedy obracając jeden z nich, o- 
bracamy i dragi, w fym samym lub w przeciwnym kie- 
runku, podlug tego, jak te sznury styczne leżą z tćj 
samój , lub z przeciwnych stron sznura. 


$ III. Linie potęgowe okręgów. 


(Axe radical, —Potenzlinien). 


226. Linią potęgową dwóch okręgów zowie się 
taka prosta, z którćj wyprowadzone styczne do tych 
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okręgów, są sobie równe; zowie się tak dla tego, że 
iloczyny z odcinków siecznych tych kół, rachowane 
od punktu ich przecięcia się z dwoma zę stycznych 
równych, jako równe kwadratom z tych stycznych 
(185. Wn.) są sobie równe, a iloczyny te zowią się 
potegami okręgów (Potenz der Kreise), a że styczne 
poprowadzone z każdego punkta linii potęgowćj do 
dwóch okręgów, są sobie równe, przeto i sieczne po- 
prowadzone z każdego punktu tćj linii względem tych 
dwóch okręgów, mają równe iloczyny ze swych od- 
cinków, rachowanych od tego punktu linii potęgowćj. 
Przecięcie się linii potęgowych zowie się środkiem po- 
tegowym (centre radical). Okręg zowiesię potęgowym 
(orthogonalnym )względem drugiego okręgu, gdy jego 
promień jest średnio-jeometrycznie proporcyonalnym 
między odległościami jego środka od końców średni- 
cy leżącćj na linii środków— Okręg może być potęgo- 
wym wewnętrznie lub zewnętrznie podług tego, czy 
środek jego leży wewnątrz lub zewnątrz drugiego 
okręgu. 1 tak: a) jeśli (fig. 115) ze spodka prosto- 
padłćj DG do średnicy AB zakreślimy okręg koła, to 
promień jego CH jest śred.-jeom.-prop. między odle- 
głościami CA i CB (11T. Wn. 1). b) Z punktu zbie- 
gu stycznych parzystych (fig. 179) BD i BC zakreśli- 
wszy okręg, styczne te będą prostopadłemi do pro- 
mieni okręguA, i nawzajem promienie okręgu A jako 
prostopadle do promieni okręgu B są styczne wzglę- 
dem tego okręgu; tak promień okręgu B jest średnio- 
jeom. prop. między odległościami swego środka od 
końców średnicy GF okręgu A, jako tóż i promień 
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\ 
okręgu A jest śred.-prop. między odległościami środ- 
ka A od końców średnicy EH (185), i dla tego okrę= 
gi polęgowe zewnętrznie, są wzajemnie potęgowemi. 
Okręgi mające środek potęgowy w punkcie sprzężo- 
nym linii środków dwóch innych okręgów, zowią się 
okregami wzajemnemi (cercle reciproque). 


227. Tw. Cięciwy łączące punkta dotknięcia linii 
stycznych wspólnych, dwóch okręgów , są wzgledem 
siebie równoległe (fig. 180). 

W każdym z tych dwóch okręgów, styczne wypro- 
wadzone z punktu sprzężonego, jako parzyste, są so- 
bie równe (152. Wn. 6), przeto stosunek dwóch sty- 
cznych jednego, równa się stosunkowi dwóch stycz= 
nych drugiego, czyli styczne le są proporcyonalne, a 
zatóm linie łączące ich końce są względem siebie ró- 
wnoległe (139. Wn. 2). ! 


225. Tw. Równoległa i równo oddalona od dwóch 
cieciw łączących punkta dotknięcia się dwóch stycz- 
nych wspólnych dla dwóch okręgów,—<jest linią poz 
ięgową lych okręgów (lig. 180. 1 Ii UD. 


Prowadzę styczne wspólne Aa i Bb do dwóch okrę- 
gów C ic, których cięciwy AB i ab są względem sie- 
bie równoległe (227) i zarazem prostopadle do linii 
środków, jako przechodzącćj przez punkt O zbiegu 
stycznych parzystych (182. Wn. c); ze środka L linii 
Pp mierzącćj oddalenie się cięciw równoległych AB 
i ub wyprowadzam prostopadłą LK, a mam dowieść 
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że styczne KH i K% wyprowadzone z paum K tej linii 
do okręgów C ic są żóbib równe. 

Pankt K i pankt G przecięcia się linii LK ze wspól- 
ną styczną Aa, ze środkami okręgów C i e łączę linia- 
mi prostemi i uważam że: CK CLR" jako 
równe kwadratowi z KT (141. Wn. 1), podobnie CG 
—CL=c6—cL, przeto Ok CI a GL) 
=(K—dL )—( cG eL ), lecz różnica dwóch liczb 
nie zmienia się gdy odjemną i odjemnik powiększy= 
my o jednakową liczbę, przeto powjększyyazy odje- 
mną i addęmoś z pjerwszáj strony 0 CL; zaś z drum 
gićj o ch mamy CK —CG=cK—6G". Linia AGH 
Ga, gdyż PL=Lp (138), przeto CE —CA=G— cu, 
jako równe kwadratom z liczebnój wartości linji sobie 
równych AG i Ga; dodając ostatnią. równość do po: 
przedzajanój. o oiraymamy; meteg ig GG" = CA = ma 
K —cG +66" — ca * czyli CK CA: = eK — ca "Lj. 
| R-k —h gdyż CA=cHl zaś ca=ch; a 

że cR’ —UR'=KH" zaś oK — ch =Rh przeto KH” 
=Kh czyli KH=Kh. 

Wn. 1. Linia równooildalona od cięciw równo- 
ległych, jest miejscem wszystkich punktów z których 
można 4.4 ownadzić st got dlo dwoch okregów, 
gdyż KL'++CL CK" iK +eL =K, z odejmująj ae 

l aurzytaatdy! Gry ak =LK. maki tudzież KH. CH 
0R i Kh + he =Kc', odejmując mamy; GH — 
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heó=GR" ERK „gdyż podlag twierdzenia KH=Kh, 

przeto CL = — CH — ch. „ jako dwie ilości ró- 
wne trzecićj | CK Ke, a żę różnica promieni cii 
Th jest stałą, przeto i GL teiejoka. jest także stałą, czyli 
przez punkt L przechodzą wszystkie prostopadłe wy- 
prowadzone z takich punktów, z których poprowa- 
dzić można styczne równe do dwóch okręgów, czyli 
że te wszystkie punkta są na jednćj prostopadłćj KL. 

Wn. 2. W okręgach przecinających się (fig. 180. 
1D, Wipóha cięciwaFJ jest linią równo oddaloną od 
cięciw AB i ab, gdyż z punktu K leżącego na tćj cię- 
ciwie poprowadzone styczne RH i Kh są sobie ró- 
- wne, bo kwadraty z liczebnćj wartości tych stycznych 
równają się iloczynowi KF, KI. 

Wn. 3. Do okręgów stycznych zewnętrznie lub we- 
wnętrznie wspólna styczna GC (fig. 1661 168) jest linią 
potegową. gdyż styczne GLi LM? punkta jéj popro- 
wadzone, jako równe stycznćj GC są sobie równe. 

Wn. 4. Dla-okręgów oddzielnych równych, linia 
potęgowa połowi linię środków, gdyż cięciwy lączą- 
ce punkta dotknięcia stycznych wspólnych, są średni: 
cami prostopadlemi do linii środków: 


229. Tw, Osie zasadnicze trzech okręgów A, Bi C 
brane po dwie przecmają się w jednym punkcie, czyli 
mają jeden środek zasadniczy (fig, 181). 

Linie potęgowe LD i No okręgów Az Bi Az CG 
przecinają się w punkcie I), a mam dowieść że linia 

26 
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potęgowa okręgów C i B przechodzi przez punkt D. 
Punkt D leży na linii potęgowćj DL, przeto styczne 
poprowadzone z punktu I) do okręgów A i B są so- 
bie równe, dla podobnćj przyczyny styczne Db i De 
do okręgów A iG są także równe, przeto Da=Db 
—=De, a zatóm punkt D znajduje się na potęgowćj o- 
kręgów Bi C. 


230. Tw. Jeżeli dwa okręgi A i B przelniemy sie- 
cznemi JD i JC, wyckodzącemi z punklu sprzężonego 
J, to dwa punkta jednćj siecznćj, wejścia i wyjścia, 
wzięte nie na jednym okręgu, z podobnemi dwoma 
punktami drugićj siecznei, leżą na jednym okręgu. 
(fig. 162). 

Aby dowieść że cztery ponkta F, E, D, C znajdują 
się na jednym okręgu, potrzeba dowieść że odległo- 
ści punkta zbiegu J od tych punktów, są odwrotnie 
proporcyonalne, t. j. JD: JC=JF: JE. Promienie AD 
i BG sąrównoległe (220), przeto JG: JD—=JB: JA, po: 
dobnie JH: JC=JB: JA, a zatóm JG: JD=JH:JC, czyli 
JG: JH=JD: JC; dla okręgu B sieczne JG i JH dają 
JG: JH=JF: JE (177); w dwóch ostatnich propor- 
cyach pićrwsze stosunki równe, więc i drugie są także 
równe: JD: JC=JF: JE. Podobnym sposobem dowie- 
dlibyśmy że i punkta E, D, H, L;—D, E, L, H;— G, 
K, F, C;—G, K, H, L leżą na jednym okręgu. 

Wn. Jeśli do okręgów A i B poprowadzimy sty- 
czne wspólne JN i JO, to punkta ich dotknięcia się 
M, N, O, P leżą na okręgu, gdyż JIN—=JQ i JM=JP 
(152. Wn. 6), przeto JN: JO—=JP: JM. 
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231. Tw. Wszystkie okregi obopólne dwóch kół da- 
nych, mają środek polęgowy w punkcie sprzężonym 
tych kót (fig. 182), 

Okręgi obopólne przechodzące przez punkta E, D 
iF, C lub H, L; tudzież okręgi przechodzące przez 
punkta G, K i F, C lub H, L, mają cięciwę wspólną 
JD za linię potęgową; podobnie okręgi przechodzą- 
ce przez punkta F,C i E, D lub G, K tudzież przez H, L 
i E,D lub G,K mają cięciwę wspólną JC za linię potę- 
gową— a zatóm punkt przecięcia się J linii potęgo- 
wych, jest środkiem potęgowym wszystkich okręgów 
obopólnych. 


232. Zg. Do trzech okręgów danych A, B, C, po- 
prowadzić okręg styczny (fig. 183). 

1) Oznaczam punkta sprzężone zewnętrzne tych 
trzech okręgów branych po dwa: A z B, w punkcie 
D,—A z C wD’ i Bz C w D”,—które leżą na osi po- 
dobieństwa prostego D”D (221); 2) Prowadzę okręg 
obopólny do danych trzech okręgów A, B iC kre- 
śląc z punktu zewnętrznie sprzężonego okręgów A i 
B sieczną DK, która oznaczy punkta F i E leżące na 
tym okręgu i z punktu D” sprzężonego okręgów Bi 
C sieczną D”F, która oznacza punkta F i G,—okręg 
o przechodzący przez punkta E,F, G, jest obopólnym 
dla okręgów A zB i B z C, a zatóm jest obopólnym 
dla tych trzech okręgów. 3) Cięciwa FJ wspólna dla 
okręgów B i o jest ich osią potęgową, a że linia DD” 
jest osią potęgową wszystkich okręgów obopólnych 
względem trzech kół danych, a tém samém i szukanych 
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okręgów stycznych, przeto punkt L ich przecięcia się 
jest środkiem potęgowym czterech okręgów B, 0 i szu- 
kanych stycznych, t.j. że linie potęgowe tych okręgów 
branych po dwa, przechodzą przez punkt L;— linią 
potęgową okręgu B i okręgów z nim stycznych, jest 
wspólna ich styczna (228. Wn.8), przeto styczne LM 
i LN poprowadzone z punktu L do okręgu B, są za- 
razem stycznemi do szukanych okręgów, LM do sty« 
cznego zewnętrznie dla A, B, C, zaś LN do styczne 
go wewnętrznie. Otrzymawszy podobnym sposobem 
środek potęgowy okręgów 0, © i szukanych stycz= 
nych, otrzymamy linię potęgową tych stycznych i 
okręgu C prowadząc styczne L'M' i L'N’, pozostaje 
tylko do linii LM i E'M’ nakreślić okręg styczny w pun- 
ktach M i M’ i dragi okręg styczny do linii LN i E'N’ 
w punktach N iN? których środki O i O? leżą na liniach 
prostopadłych, wyprowadzonych z punktów ioikaip 
cia M; Mi N, N’: l 

Jeśliby okręgi IA, Bii © były równych promieni (fig. 
184), wtedy-przez środki tych zakreślam okręg(175) 
i środek jego O łączę ze środkami A, B, C okręgów 
równych, a odcinki ich zawarte między środkiem O 
a punktami przecięcia się z okręgami danemi, dają 
promienie OD, OF, OE tudzież 0J, OH, OG okręgów 
stycznych —gdyż a) linie OD, OF, OE są sobie ró- 
wne, jako różnice pomiędzy promieniami okręgu 
przechodzącego przez środki i okręgów A, B, CŒ ró. 
wnych — okręg zakreślony promieniem OD jest sty: 
czny wewnętrznie do okręgów danych, bo linie środ- 
ków OC, OA, OB równają się sammie promieni OR 
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+ DC, OF+4-FA, OE+EB; b) linie OJ, OH, OG są 


równe, jako summy promieni okręgu przechodzące- 
go przez środki A, B,C i okręgów danych równych; 
okręg zakreślony promieniem OJ jest styczny, gdyż li- 
nie środków OC, OA i OB są różnicą promieni: 0J— 
OD, OII—0A, 0OG—0OB. Jeśliby okręg styczny miał 
być takim, żeby okręgi B i C były do niego stycznemi 
wewnętrznie zaś A zewnętrznie lub nawzajem, wtedy 
zamiast prowadzić linie przez trzy punktasprzężone ze» 
wnętrzne, poprowadzilibyśmy przez dwa wewnętrzne 
okręgów Az Bi A z Ca naniéjleży i zewnętrzny okręs 
gów B zC i postępujemy tak jak poprzednio (fig. 185). 


238. Zg. Danym promieniem nakreślić okręg sty- 
czny do dwóch okręgów: a) zewnębznie (fig, 186). 
Na przedłużeniu promienia AB. odcinam BE równe 
promieniowi okręgu C i z punktu C promieniem AF 
zakreślam łuk, odcinam BE—JD i z punkta D promie- 
niem AE przecinam ten luk w punkcie G, który jest 
środkiem żądanego okręgu, gdyż proste środków GG 
i GD równają się summie promieni; b) wewnętrznie 
(fig. 187). Ze środka pierwszego okręgu € różnicą 
promieni danego AB i okręgu C zakreślam luk, za 
środka zaś drugiego D podobną różnicą promieni 
przecinam łuk w punkcie G, a on jest środkiem żą- 
danego okręgu, gdyż linie środków GC i GD: są ró- 
żnicą promieni Gl i JC tudzież GH i HD3 e) do olwg- 
gu Ć styczne wewnęlrznie, zaś do D zewnętrznie (fig. 
185); ze środka C różnicą promieni, zaś z D summa 
promieni zakreślamy łuki, które przecinając się w G 
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dają środek żądanego okręgu, gdyż dla okręgów G 
i C linia środków GC równa różnicy, zaś dla Gi D 
summie promieni. 


234. Zg. Przez punkt dany € poprowadzić koło 
styczne do dwóch okręgów A i B (fig. 189). 

Pankt C można uważać za okręg zlewający się 
z swoim środkiem, który jest punktem sprzężonym 
względem okręgu A i C, B i C— połączywszy go 
z punkiem sprzężonym okręgów A i B otrzymamy li- 
nię potęgową okręgów obopolnych do A i B prze- 
chodzących przez punkt C, postępujemy daléj jak 
N°’ 232, pamiętając że punkt C zastępuje miejsce pun- 
któw D’ i D“. Jeżeli okręgi mają być styczne w je- 
dnakowy sposób, to bierzemy punkt D sprzężony ze- 
wnętrzny okręgów A i B, w przeciwnym razie wewnę- 
trzny. 


235. Ze. Nakreślić okręg styczny do dwóch okrę- 
gów A, B ź prostej CC (fig. 190). 

Jeżeli prostą C'C uważać będziemy za łuk okręgu 
bardzo wielkiego, to styczne jego zlewają się z prostą 
CC” (69), punkt więc sprzężony okręgu A i linii CC 
jest na średnicy okręgu A prostopadłej do CC”, bo wte- 
dy ona przechodzi i przez środek okręgu za łuk które- 
go bierzemy CC’, jako prostopadła do jego stycznćj, 
punkta sprzężone są końcami średnicy, wewnętrzny 
od strony linii, zewnętrzny z przeciwnćj strony. gdyż 
jeśli promień jednego okręgu jest tak wielki, że przy 
nim opuścić można promień drugiego okręgu, to po- 
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przedniki w proporcyi N° 220 można uważać za ró- 
wne t. j. promień okręgu większego i linią środków 
okręgów a zatóm i następniki, czyli promień okręgu 
mniejszego i odległość punktu sprzężonego od środ- 
ka tego okręgu. Zagadnienie więc to rozwiązuje się 
jak N° 232, t.j. 1) prowadzi się oś sprzężona ze- 
wnętrzna DD'D'; 2) sieczne DE i D'F, to okręg GFE 
jest obopolnym okręgów A, B i prostćj CC”; 3) ozna- 
czam punkta L i L* przecięcia się cięciw wspólnych 
z osią sprzężoną; 4) punkta N, M i m, m stycznych 
parzystych wyprowadzonych z punktu L i L* do okrę- 
gów A i B, a one są stycznemi do okręgów szukanych 
w punktach N i m tudzież M i m. 


Jeśliby okręg miał być stycznym wewnętrznie do 
okręgów A i B, to wzięlibyśmy punkta sprzężone we- 
wnętrzne okręgów A, B z prostą CC jeśliby zaś do 
okręgów A, B bylo styczne nie w jednakowy sposób, 
wzięlibyśmy dla okręgów A i B punkt sprzężony we- 
wnętrzny, dla linii i jednego okręgu wewnętrzny, zaś 
dla linii i drugiego okręgu zewnętrzny. 


236. Zg. Danym promieniem AB nakreślić okręg 
styczny do drugiego C i przechodzący przez punkt 
D leżący: a) na okręgu C (fig. 191); przez punkta 
C i D prowadzę linię i od puktu D odcinam promień 
dany w jedną lub drugą stronę podług tego, czy okręg 
ma być stycznym wewnętrznie lub zewnętrznie (215); 
b) za okręgiem (fig. 192); summą lub różnicą pro- 
mieni zakreślam okręg ze środka okręgu danego i 


www.rcin.org.pl 


208 


z punktu D danym promieniem przecinam ten okręg 
w dwóch panktach. 


231. Ze. Promieniem AB nakreślić okręg styczny 
ilo okręgu C i prostćj DE (fig. 198). 

Okręg promienia AB ma być stycznym do okręgu 
C, przeto odległość jego środka od środka C jest ró- 
wna summie lub różnicy promieni podług tego, czy 
ma być stycznym zewnętrznie lab wewnętrznie; z pun- 
ktu więc C promieniem równym summie zakreślam 
okręg, a na nim leżą środki wszystkich okręgów pro- 
mienia AB, stycznych do okręgu C. Okręg szukany 
jest stycznym do prostćj DE, przeto jego środek leży 
w odległości promienia AB od tój linii (172), a za- 
tém środek stycznego okręgu do okręgu C i linii DE 
znajduje się w wspólaćm przecięciu się K i J okręgu 
zak reślonego z C z linią KJ równoległą do DE w od- 
leglości Ab. 


238. Zg. Nakreślić okręg styczny do okręgu A 
w punkcie B i przechodzący przez punkt C (fig. 194). 

Okręg ma być stycznym do okręgu A w punkcie B, 
przeto środek jego znajduje się na promieniu AB; a 
że ma przechodzić przez punkta B i © przeto środek 
jego znajduje się lakże na prostopadłej wyprowadzo- 
nój ze środka linii CB, a zatem na wspólnóm przecię- 
cin się linii AB z prostopadłą DE. 


939. Zg. Przez dwa punkta Bi C nakreślić akter 
styczny dó okręgu A (fig. 195). 
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C Uważając punkta B i C za okręgi zlewające się ze 
śWerhi Środkami. punkta ich sprzężone z okręgiem A 
znajdować się będą w samychże punktach B i C; punkta 
BiC jako okręgi równe mają punktsprzężony wewnę- 
trzny w środku linii BC (220. Wn. ), przeto linia BC jest 
osią sprzężoną punktów B, C, uważanych za okręgi 
w granicy zmniejsząnia się i okręgu A; okręg prze- 
chodzący przez punkta B, C i przecinający okręg A 
jest okręgiem obopólnym, bo linie BE i BC są sież 
czne wychodzące z „punktu sprzężonego Č do punktu 
B zaś z tego punkta do okręgu A; środki więc okręgów 
obopólnych i jzukanego okręgu leżą na prostopadłćj, 
wyprowadzonej: ze środka linii BC i na promieniach 
okręgu A przechodzący ipi przez punkta N i M dotknię- 
cia slycznyc 1 „parzystych, wyprowadzonych z punkta 
L przecięcia się wspólnój cięciwy z osią BC potęgo: 
wą okręgów ika, 
atw 
240. Zg. ów ra wd B nakreślić okręg sty- 
Czny, zewnętrznie da okręgu Aż do prostej QQ (fig. 
AOG iha f 

Uważając punkt Bi prosi CC za granicę zmniej- 
szania i powiększania się okręgu: 1) oznaczam pun- 
kta sprzężone D i D? okręgu Ai prostój CC, zaś sam 
punkt, B. jest punktem sprzężonym okręgu A i pun- 
ktu B;— prosta BD jest osią sprzężoną, a tém sa- 
móm potęgową okręgów obopolny ch względem okrę* 
gu A, punktu B i prostćj CC; 2) prowadzę sieczne 
DREY 'DB i przez punkta GEB okręg 0 tudzież cięciwę 
EL wspólnego przecięcia się tego okręgu z A; 3) 

27 
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oznaczam punkta M i N dotknięcia się stycznych LM 
i LN, a okręgi przechodzące przez punkta N, B lub 
M, B styczne do prostćj CC (190), są żądane. 


241. Zt. Przy kreślenia połączenia kół w maszy- 
nach, mianowicie zębczastych, w celu zamienienia 
ruchu obrotowego około jednćj osi, na ruch obroto- 
wy około drugićj; rysunek zasadza się na zagad. po- 
przedzających , a obracanie się kół na tój własności: 
że gdy odległość środków równa się summie lub ró- 
żnicy promieni, okręgi są stycznemi, przeto jeśli środ- 
ki okręgów niezmienne, koła styczne w jednym po= 
łożeniu, są stycznemi w ciągu ruchu. Obrót jednego 
okręgu nadaje drugiemu ruch w przeciwną stronę, 
jak okręg A okręgowi B (fig. 197), lub w tę samą jak 
okręg A okręgowi B (fig. 198), lub okręg E okręgo- 
wi C za pośrednictwem koła D (fig. 199). 


"242. Zt. Ozdoby architektoniczne wklęsło-wypu- 
kłe (doucine renversće) można rysować za pomocą 
N°’ 256, a; lecz że promienie rownają się połowie li- 
nii pochyłćj AB (fig. 200), i okręgi są stycznemi w jćj 
środku, przeto na półowach lmii AE i EB kreślę trój- 
kąty foremne ACE i EDB i z ich wierzchołków Ci D 
promieniami CE i ED zakreślam łuki, a one są stycz- 
nemi w punkcie E, gdyż kąt AEC=DEB, przeto linie 
CE i ED są jedną prostą (49), i linia środków CD 
równa summie promieni. 


243. Zi. Rysunek muru utrzymującego nakrycie 
kuchennego komina, wymaga niekiedy kreślenia łu- 
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ków stycznych. Niech (fig. 201) EC przedstawia ze- 
wnętrzną ścianę komina mającego kształt kosza prze- 
wróconego, K mur utrzymujący komin, J lisztwę u- 
trzymującą ten mur, BM* sztabę żelazną danćj wiel- 
kości i położenia, opierającą się na postumencie G;— 
potrzeba koniec sztaby M’ połączyć z krawędzią dol- 
ną lisztwy J za pomocą łuków stycznych (zgodzonych) 
zewnętrznie. Przedłużam BM’ do spotkania się z dol- 
ną krawędzią lisztwy LJ w F,— promieniem AJ pra- 
wie równym połowie MF zakreślam łuk, — prowadzę 
promień AD tego łuku, prostopadły do MF i koniec 
jego D z punktem M” łączę prostą przecinającą łuk 
A w M; zaś do linii BM’ w M’ środek łuku stycznega 
do łuku A w punkcie M’ leży na prostopadłćj do BM* 
wyprowadzonćj z punktu M (172), na linii środków 
AM (216. Wn. 1), przeto we wspólnym ich przecięciu 
się O. 


244, Zł. Kreślenie owałów używanych przy ryso- 
waniu łęków urkady. 

a) Linia trzech środków (fig. 202). Linie AMiBN 
wyrażają mury podpierające arkadę, AB szerokość 
zaś DC wysokość arkady. Na połowie szerokości AC 
kreślę trójkąt foremny i odcinam CF=CD, przez 
punkta D i F prowadzę prostą do przecięcia się z EA 
w punkcie G i przez G prowadzę równoległą do CE 
przecinającą DC w J, zaś AB w H; punkta Ji H są 
środkami łuków żądanych mających za promienie 
JD i HA. Linia JD—=JG bo ich stosunek równa się 
stosunkowi linii CD i CF (139. Wn. 5) równych z wy- 
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kreślenia, linia HA=HG jako boki trójkąta równo+ 
kątnegos—łuk DG styczny do GA, gdyż linia środ 
ków JH równa JG=HG różnicy promieni, łuk zaś GA 
styczny do AM, gdyż promień jego jest prostopadly do 
téj linii. Łuk GA=60" jako odpowiedni kątowi GHA 
trójkąta foremnego , luk DG=30" jako odpowiedni 
kątowi J równemu DCF=DCA—F CA—=90—-60 , b) 
Gdy wysokość arkady nie jest daną (fiz. 203), dlu- 
gość AB dzielę na trzy części: równe. ig punktów C 
i D. kreślę okręgi, a ponkta ich przecięcia sięC,D.E, - 
F są środkami łuków Gil, KJ, GI; HK stycznych(216), 

a że trójkąt CFD jest równoboczny, przeto łuki HA, 
HK, KB mają po 60". c) Jeśli owal, ma być. bardzićj 
podłużnym, wtedy szerokość jego AB (fig. 204) dzielę 
na cztery części i z punktów G, D i E czwartą czę- 
ścią szerokości zakreślam okręgi, za środka AB wy- 
prowadzam prostopadłą do spotkania się z cięciwa= 
mi EN i EM w punktach L iK i te punkta są środ- 
kami okręgów stycznych dosokręgów G DE w pun- 
ktach F,GiH,J. Trójkąt DNE; jest foremny, jako 
mający promienie za boki, przeto łuk 5B—=60', luk 
PG—30" gdyż kąt PKG trójkąta KDE jest dvpelnie- 
niem kąta DEK do 90% a zatém łuki JBG i HAF mają 
po 1207, zaś FPG i HOJ po 607.  d) Powyższe |'spo* 
soby dają owal złożony z luków znacznie różniących 
się promieni ; chcąc „ nakreślić „awal dowolnie 
zbliżony da utworzonego ciągłym „Em, e środka 
szerokości B,. wyprowadzam. prostopadlą BG (fig, 
205), połową AB szerokości i połową BS wysoko- 
ści zakreślam okręgi współśrodkówe i ich ćwiartk 
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AC i RS dzielę na jednakową liczbę równych czę- 
ści, —odpowiednie podziały okręgu większego łączę 
cięciwami DF, EU, FV równoległemi do średnicy CX 
(173. Wn. 2), w okręgu mniejszym prowadzę cięci- 
wy równoległe. do drugićj średnicy AB, które prze- 
cinając się z cięciwami okręgu większego dają pun- 
kta K; I, M leżące na żądanym owalu, pozostaje tyl- 
ko przez punkta A, K;'K, L... nakreślić łuki styczne 
wewnętrżnie.  $rodek łuku AK jako przechodzące- 
go przez punkta A i K leży na prostopadlćj do środ- 
ka cięciwy AK'(178), jako zaś słycznego do nastę- 
prego luku w pankcie K, leży na prostopadłej do sty- 
cznój przez punkt K poprowadzonój (P12). przeto 
leży wa wspólnćm ich przecięcia się N; środek łuku 
przechodzącego przez punkta K. L, leży także na pro» 
stopadłój do cięciwy Ki na linii KN (246. Wn. 1) t.j. 
we wspólnóm ich przecięciu się O; środek łuku LM 
leży na przedłużonym promieniu łuku KL przecho- 
dzącym przez punkt dotknięcia się L i na prostopa- 
dłćj do środka cięciwy LM i t. di e) Owal ciągłym 
ruchem kreśli się w ten sposób; ze środka szerokości 
AB fig. 206) wyprowadzam prostopadlą GDi odei- 
nam CE równe wysokości, z punkta C- połową sze- 
rokości AB zakreślam luk przecinający się z AB w pun- 
ktach Fi G,—w tych puaktach zatykam dwa ostrza 
i nić z łączonemi końcami wkładam na te ostrza; nić 
ta powinna być tak dluga, aby po naciągnięcia jéj 
końcem ołówka, koniec ten padl na punkt A ;—pro- 
wadząc koniec ołówka tak, aby nić obracająca się 
około osirzów EF i'G była wyprężoną, narysujemy 
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owal. Im dokładnićj kreślenie to będzie wykonane, 
tém bardzićj owal będzie się zbliżał do linii krzywej 
zwanćj Elipsą. 


245. Zi. Kreślenie pochyłych owałów. 

Gdy podstawa arkady nie jest poziomą, czyli pro- 
stopadłą do jéj uszaków, wtedy półokręg nie może 
służyć za arkadę, gdyż styczne do okręgu względem 
siebie równoległe, są zawsze prostopadłe do średni- 
cy, łączącćj ich punkta dotknięcia; arkada więc w tym 
razie składa się z dwóch łuków spojonych (stycznych 
wewnętrznie), stycznych do uszaków w końcach pod. 
slawy AB; wspólna styczna do tych okręgów zowie 
się linią wierzchołkową. Przy kreśleniu takiego owa- 
lu, jeżeli jest dana a) podstawa AB co do kierunku 
* 4 wielkości, zaś spojenie leży na prostćj CD pionowćj 
przechodzącej przez jej środek (fig. 201); odcinam 
CD—=CA i przez punkt D prowadzę KG równoległe 
do AB; jeden więc łuk będzie stycznym do uszaku 
w punkcie B zaś do KG w D tak, że linie GD i GB 
sobie równe, jako boki rombu,—są jego stycznemi 
parzystemi,— przeto środek jego leży na promie- 
niach prostopadłych do tych stycznych przechodzą- 
cych przez punkta dotknięcia B i D t.j. w punkcie 
F, podobnie środek drugiego okręgu tycznego do 
KG w punkcie D zaś do uszaka w punkcie A, leży 
w punkcie E przecięcia się prostopadłych wyprowa- 
dzonych z punktów zetknięcia: —luki te mają w pun- 
kcie D stycznę wspólną, przeto są stycznemi. b) 
Prosta wierzchołkowa KG co do wielkości i położe- 
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nia względem uszaków i punkt D spojenia łuków 
(fig. 208); odcinam GB=DG i DK=KA i linie te 
będą styczne parzyste; podstawą zaś jest AB,—pro- 
mienie więc BF i DF prostopadłe do stycznych w pun- 
ktach dotknięcia B i D dają środek F jednego łuku, 
zaś promienie DE i AE punkt E środek drugiego łu- 
ka;— c) podstawa AB i położenie linii wierzchołko- 
wej K'6' (fig. 209); odcinam K'd=AK" i G6Gd=G'B, 
a punkt D przecięcia się linii Ad' i Bd jest punktem 
spojenia okręgów, gdyż poprowadziwszy przez ten 
punkt linią KG równoległą do K'G' ona jest wierz- 
chołkową, gdyż KD=KA jako będące w tym samym 
stosunku co Ak” i K'd (139. Wn. 5), podobnie DG= 
GB a zatém te linie są stycznemi parzystemi, a pun- 
kta E i F środkami łuków; d) położenie stycznej spo- 
jenia KG i podstawy AB, tudzież jeden uszak AM (fig. 
210); odcinam KD—=AK to będą styczne parzyste łu- 
ku pierwszego, którego środek E,— dla znalezienia 
środka drugiego łuku, a tém samém i uszaka, odci- 
nam EL=ED i prowadzę DL do spotkania się z da- 
ną podstawą w B i z tego punktu prowadzę prosto- 
padłą do KA, która przecinając się z ED, daje śro- 
dek szukany F, prosta bowiem DF=FB gdyż DE—= 
EL a łuk zakreślony którąkolwiek z nich jest styczny 
do DG i GB w punktach D i B. e) Aby narysować ca- 
ły owal skośny (fig.211) na liniach równych AB i DD” 
polowiących się w punkcie C,—z końców jednćj linii 
prowadzę prostopadłe na drugą, które przecinając się 
dadzą cztery środki łuków: E i F łuków AD i DB, 
Ei E’ łuków BD’ i DA. 
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246. Zi. Kreślenie woluty jonieżnćj (fig. 212). 

Niech BC oznacza promień oka woluty, t.j. kola 
do którego ta krzywa ma być styczną, — promieniem 
tym BC kreślę koło, prowadzę średnice do siebie pros 
stopadłe BC i BE i końce ich łączę cięciwami, ześrod- 
ka B prowadzę prostopadłe do tych cięciw 2, 41 1,3 
i dzielę je na sześć równych cięciw, podziały te ozna: 
czam liczbami 1, 2, 8... 12, a punkta te wzięte w od: 
wrotnym porządki są środkari łuków stycznych wd- 
wnętrznie, których proste środków są 12, 11; 11,10... 
2,1. Promieniem pierwszego łuku jedi zażwyczaj 
120, lecz w takim razie łuk ten nie jest stycžnym dó 
oka, lepicj więe brać 12D, albo d C, bo wtedy będzi 
styczny; łuk ten skończy się w R na linii 12, II Śro. 
dek przejdzie do „punktu Hi promień powiększy się 
o linię 11, 12; promieniem HR kreślę łak do punkta 
Q, środek przejdzie do punkta 10 aś ycia po- 
większy się 0 linię 11, 10i t d. 


Į [| 
"v IDOI 


, 


247. Zł. Linia Jajowata (wa fig. 213). 
Linia AB jest szerokością krzywćj, že środka jćj 
| wyprówadzam próstopadłą En O połowię 
w punkeie D i odcinam AF i BE równe AD t. } M, SZE- 
rokości; na linii AB jako śr ednicy zakreślam okręg i i 
przez punkta HiG połowiące | ćwiartki dolne BN i NA 
z punktami EiF łączę prostemi i z punktów Ei F 
promieniami EA i FB zakreślam łuki AL i BM; ż pan» 
któw GiH promieniami GM i HL zakreśłam łuki 
przeż środek cięciwy GĦ” równoległćj do AB, będą- 
céj linią środków tych łuków; prostą NK połowię 
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w J i prowadzę linie GJ, a ta daje promień JS łuku 
S0, stycznego do łuków LO i MS. 


248. Zt. Krzywą zbliżoną do spiralnćj kreślimy 
dwoma sposobami, albo rozwijając, albo zwijając ob- 
wód wielokąta. W pierwszym razie, wierzchołki linii 
łamanćj są środkami luków stycznych wewnętrznie, 
promieniem, pierwszego jest bok a następnie promień 
powiększa się o bok idący po tym wierżchołku—prze- 
to im mniejsze boki, tém linia bardzićj zbliża się do 
spiralnćj; za pomocą tego,sposobu można nakreślić 
arkadę, niemającą poziomej podstawy, zbliżoną do li- 
nii ciągnionćj. Niech AB (fig. 214) wyraża wzniesie- 
nie jednego końca arkady nad poziomą przechodzącą 
przez drugi koniec i AC szerokość krzywéj; arkada 
powinna zawierać 150°, ‘przeto potrzeba rozwinąć 
połowę tylko wielokąta. Chcąc aby krzywa składa- 
ła się.z ośmiu łuków, na AB kreślę dziewięciokąt, 
' mający bok pierwszy i ostatni prostopadły do tćj li- 
nii, dla tego aby łuki były styczne do AB i linii do 
nićj równoległej t. j. do drugiego uszaku. O dcinam 
AD równe obwodowi wielokąta bez jego podstawy 
AB i odcinam CE=AD ,„—wyprowadzam prostopadłą 
EF i rysuję na aig wielokąt ÁG zrysowany na AB, 
a wierzchołki jego, wzięte za środki łuków stycznych, 
dają żądany owal. 
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PLANIMETRYI CZĘŚĆ 1I. 


Płaszczyzny ograniczone liniami. 


—— 


ROZDZIAŁ 1l 


Równość. 


$ l. Przystawanie. 


249. Płaszczyzna ograniczona liniami nosi też sa- 
me nazwiska jak linie ograniczające ją i zowie się trój- 
kątem, czworokątemi t.d.; summa zaś linii ogranicza- 
jących płaszczyznę zowiesię ićj obwodem. Obwód fi- 
gury różnisię od figury, uważanćj jako połączenie linii 
tóm, że w połączeniu linii uważaliśmy własności kształ- 
tu czyli zależność jednych od drugich co do wielkości 
i położenia wyrażanego przez kąty, zaś obwód wyraża 
tylkosammę tych linii. Płaszczyzna ograniczona okrę- 
giem, zowie się kołem, — ograniczona łukiemi jego cię- 
ciwą, odcinkiem,—zaś łukiem i promieniami przez jego 
koniec przechodzącemi, wycinkiem. Figury są równe 

. gdy mają ksztalt i wielkość jednakową takiemi są fi- 
gury przystające we wszystkich punktach i figury sy- 
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metryczne. Płaszczyzny mające trzy punkta wspólne, 
mają wszystkie punkta wspólne czyli stanowią jedną 
płaszezyznę (18, 27), przeto płaszczyzny ograniczo- 
ne przystają, gdy ich obwody przystają do siebie. 
Przystawanie figur ograniczonych liniami prostemi, 
uskutecznia się na tćj zasadzie, że punkt pada na 
punkt dla równości linii prostych (4. Wn. 4), zaś 
linia prosta przystaje do linii dla równości kątów 
(40); lecz dla innych figur to nie ma miejsca, ich 
przeto przystawanie zasadza się na własności puh- 
któw i linii odpowiednich, jak w kołach na własno- 
ści ich środków. Płaszczyzny ograniczone tak pro- 
slemi, jako tóż i krzywemi. jeometrycznemi liniami 
(punkta bez przerwy po sobie idące, mające jedna- 
kową własność), mają pewne punkta odpowiednie, 
jak w okręgach środek ,—w owalu utworzonym cią- 
głym ruchem czyli biperboli (244) dwa punkta, od 
których summa odległości każdego punktu owalu jest 
jednakowa i t.d., w ograniczonych prostemi liniami, 
wierzchołki kątów: równych zawartych między ró» 
wnemi bokami, przeciwległych bokom równym, od- 
powiednie części boków i t. d. Jeśli z punktu jednćj 
figury poprowadzimy dowolne proste do jéj obwodu, 
z punktu zaś odpowiedniego drugićj figury linię głó- 
wną odpowiednią którćjkolwiek linii pierwszćj figu- 
ry, a inne tak, aby kąty rachowane od dwóch linii 
głównych odpowiednich tych figur kolejno były so- 
bie równe, linie te zowią się nachyłonemi, a punkta 
zbiegu punktem nachylenia | Convergenzpunki); prze- 
to nachylone odpowiednie w dwóch figurach są te 
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które czynią z odpowiedniemi głównemi liniami ką: 
ty równe, punkta zaś przecięcia się ich z obwodem 
lub z sobą zowią się odowiedniemi (homologe), rós 
żnica między pierwszemi punktami odpowiedniemi, 
przez które poprowadziliśmy główne linie odpowie. 
dnie ,—a ostatniemi, wyznaczonemi przez inne linie 
odpowiednie, jest ta, że pierwsze wskazuje nam 
sam kształt figury t. j. główną własność różniącą ją 
odinnych figur, zaś ostatnie, są punkta jednakowo pò- 
łożone względem pierwszych. — Figurami równemi 
mogą być tylko figury tego samego nazwiska, trójką- 
ty, prostokąty, pięciokąty, okręgi, wycinki i t.d. gdyż 
takie tylko pod względem kształtu mają jednakową 
główną własność, a tém samém i i i głó- 
wne punkta, 


250. Tw. gł. Gdy nachyłone odpowiednie są sobie 
równe: AD=ad, AF—af.., to i oddaleniu odpowie- 
dnich punktów są jednakowe: EG—=eg, EF=ef, GC 
=gc (fig. 215). 

Linie łączące odpowiednie punkta są sobie równe 
jako boki trójkątów mających z założenia po dwa bo- 
ki i po kącie zawartym równym (92). 

Wn. Kąty zawarte między liniami lączącemi od- 
powiednie punkta są sobie równe, gdyż kąt EDA= 
eda, ADF=adf jako kąty trójkątów mających po 
dwa boki i po kącie zawarlym równym, zatóm i kąt 
EDF=edf it. d. Kąt AHC=akc, gdyż kąt HAC= 
kac i ACG—=acg. 
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251. Tw. od. Gdy oddalenia odpowiednich pun- 
klów A, E, G; Di, a, e, g; d.., są jednakowe, to linie 
łączące te punktu z którymkolwiek z nich, lub z pun- 
ktem jednakowo oddalonym od dwóch odpowiednich, 
są nachylone odpowiednie (fig, 241). 

19 Linie AE i ae, AG i ag, AD i ad.., są nąchylo- 
ne odpowiednie, gdyż trójkąty AEG i aeg, AGD i agd.., 
jako mające z założenia po trzy boki równe, mają ką- 
ty Ai a równe, 2” W figurach EDCB i edch punkta 
A i a są równo oddalone od punktów odpowiednich 
E; Bi e, b, a linie AE, AG, AD.., ae, ag, ad.. są na- 
chylone odpowiednie, gdyż kąt A=a jako w trójką- 
tach EAB i eab mających po trzy boki z założenia ró- 
wne; —bok AC=ac i kąt CAB=cdb jako w trójkątach 
mających boki AB=ab, BC=be i kąt B=ZABE+ EBC, 
równy kątowi b=abe--ebc gdyż ABE—=abe z poprze- 
dzających trójkątów i EBC=ebe (250. Wn.) — linia 
AF=afi kąt FAC=fac jako w trójkątach mających 
bokiAC=ac, CF=cf' i po kącie zawartym równym ja- 
ko będącym różnicą kątów FCB i ACB, feb i ach, i td. 


252. Tw, gł. Gdy nachylone odpowiednie są sobie * 
równe, figury przystają do siebie tnawzajem(f. 214). 

1* Linie odpowiednie główne AD i ad są sobie ró- 
wne, prowadzę z punktu A dowolne linie AE,AG,AF.., 
zaś z punktu 4 linie ae, ug, af.,, tak aby kąt EAD= 
eud, GAD=gad, DAF=daf.., i zakladam że one od- 
powiednio są sobie równe AE—ae, AG=ag, AF= 
af., a mam dowieść że figura ad przystaje do AD, — 
Przenoszę figurę ad na AD lak aby punkt a padł na 
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_A, linia główna ad padła na linię główną AD, to punkt 


~ 


ü padnie na D dla równości tych linii, wtedy linia ae 
przystanie do linii AE dla równości kątów EAD i ead 
i punkt e padnie na E dla równości tych linii; dla po- 
dobnćj przyczyny wszystkie odpowiednie linie, atóm - 
samóm i punkta, przystają do siebie, a że punkta E, 
G, F.., są dowolne, przeto wszystkie punkta obwo= 
du figury ad przystają do obwoda figury AD, a za- 
tém figury te przystają we wszystkich punktach (1495. 

2" | nawzajem: gdyż po przeniesieniu figury ad na 
AD, jeśli z jakiegokolwiek punktu ZA li- 
nie do obwodu jednéj figury, one będą wspólne dła 
obu figur, a przeto w obu figurach są sobie nak 
czynią z jedną z nich kąty równe. 

Wn. Wielokąty przystają do siebie gdy ich wierz- 
cholki przystają, są więc sobie równe gdy linie po- 
prowadzone doich wierzcholków, są nachyleniami od» 
powiedniemi. Odpowiedniemi punktami wielokątów 
są punkta dzielące boki równe na jednakowe części; 
odpowiedniemi zaś liniami, są linie dzielące kąty ró- 
wne na części odpowiednie — w figurach więc ró- 


` wnych tak linie łączące punkta odpowiednie, jako tćż 


same linie odpowiednie, są sobie równe. 


253. Tw. Wielokąty przystają, gdy mają boki i ka- 
ty idące w tym sumym porządku równe (fig. 215). 
Poprowadziwszy przekątnie z wierzchołków odpo- 
wiednich A i a, óne są pochyłemi odpowiedniemi AD 
i ad jako teżące w trójkątach EAD i ead mających po 
dwa boki równe i po kącie E i e zawartym między 
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temi bokami równym, — linie AC i ac dla téj samćj 
przyczyny są odpowiednie, kąt bowiem ADC=ade 
gdyż EDC—=edc, z zalożenia, zaś EDA—=eda z po- 
przedzającego trójkąta i t. d. 

Wn. 1. Wielokąty równe składają się Sdoko: 
wćj liczby trójkątów równych i podobnie położonych 
i nawzajem. 

Wn. 2. Trójkąty są równe gdy mają po dwa bo- 
ki i po kącie zawartym równym, gdyż te dwa boki 
są pochyłemi odpowiedniemi; lecz że trójkąty, w sze- 
ściu przypadkach, mając trzy części równe mają i po- 
zostałe części równe, przeto w tych wszystkich przy- 
padkach No 92, 98... 97, trójkąty są sobie równe i dla 
tego one zowią się: sześcioma przypadkami przysta- 
wania trójkąłówz te 6 przyp. przyslawania trójkątów 
od poprzedzających różnią się lém, że tam równość 
trzech części pociągała za sobą tylko równość trzech 
pozostałych, tu zaś równość trzech części, pociąga 
za sobą równość wszystkich linii odpowiednich (252. 
Wn.) i kątów między temi liniami zawartych. 

Wn. 3. Czworokąty są sobie równe gdy maja po 
pięć części równych, gdyż składają się z trójkątów 
równych i podobnie położonych (258. Wn. 1). A głó- 
wnie: 'a) wszysłkie boki kolejno równe i po jednym 
kącie (fig.216), bo poprowadziwszy przekątnie BD i 
FH przeciwlegle kątom równym A i E, — pierwsze 
dwa trójkąty DAB i HEF są równe jako mające po 
dwa boki i kącie zawartym równym z założenia, dru- 
gie zaś jako mające po trzy boki równe, dwa z zało- 
żenia a wzeci z poprzedzających trójkątów; b) trzy 
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boki i dwa kąty miedzy niemi tawarte równe: AB— 
EF, BC=FG, CD=GH i kąt B=F, CG, gdyż trój- 
kąty BCD i FGH z zalożenia mają po dwa bvki i ką- 
cie zawartym, zaś trójkąty ABD i EFH mają bok AB 
==EF z założenia, BD=FH z poprzedzającyćl trójką- 
tów, i kąt zawarty ABD=EFH jako różnice kątów 
równych: czworokąta i pierwszego trójkąta; e) po ` 
trzy kąty i dwa boki przy nich leżące równe: kąt A 
=E, B=F, D=H i bok AB=EF, AD==EH; trójkąty 
ABD i EFH, mają Z założenia po dwa boki i po kącie 
zawartym, zaś BCD i FGH bok BD=EH i kąty przy 
nim leżące jako różnice; kątów równych z założenia 
i kątów dwóch pierwszych trójkątów; d) po człery 
boki i przekąlnićj, gdyż tak dwa pierwsze jako tóż i 
dwa drugie trójkąty mają po trzy boki równe. 

Wn. 4. Równoległoboki są równe gdy'mają po 
trzy części równe, gdyż równoległość buków prze= 
ciwległych zastępuje dwa pozostałe warunki—a głó- 
wnie dwa boki i kąt zawarty, dwa boki i przekąlnia 
łucząca ich końce. Prostokąty są równe gdy mają po 
dwa boki przyległe równe, gdyż prostopadłość boków 
zastępuje miejsce trzeciego warunku; kwadraty uko- 
šne czyń romby są równe, gdy mują po boku i kącie 
równym, —równość boków zastępuje miejsce trzecie- 
go warunku. Kwadraty są równe gdy mają po boku 
równym, — równość boków i kątów CO o 
dwóch innych warunków: 

Wn. 5. Wielokąty są równe gdy mają wsz jotka 
części równe, prócz trzech niebędących samemi bo- 
kami—co miało miejsce w trójkątach i czworokątach: 
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a) dwóch boków i kąla między niemi zawartego (lig. 
215): DEi de, EA i ea i kąt Ki e; poprowadziwszy 
z wierzchołków A i a przekątnie, trójkąty ABCi abc, 
mają po dwa boki i kącie między nićm zawartym ró- 
wnym £ zalożenia, podobnie trójkąty AGD'i acd ma- 
ja bok ACac zipoprzedzających wójkątów, CD= 
cd z założenia i kąty między niemi zawarte równe, 
jako różnice kątów wielokąta i trójkąta poprzedzają- 
cego it: d. ostatnie zaś (rójkąty DEA i deu mają bok. 
AD—=ad z poprzedzających trójkątów i i kąty przy nim 
leżące równe D=d, jako różnice kątów równych, DAE 
dea różnice między kątami wielokąta a summą kq- 
tów poprzedzających trójkątów mających wierzcho- 
tek w A i a; b) dwóch kątów i boku będącego wspól. 
nym ich. ramieniem: Did, E i e i boku DE e, pier- 
wsze trójkąty są równe jak poprzednio, ostatnie zaś 
ADE i ade mają po dwa boki i po kącie zawartym.ró- 
wnym: A!) =ad z poprzedzającego trójkąta, AE—=ae 
z założenia, kąt DAE=due jako różnice kątów ró- 
wnych wielokąta i summy kątów mających wierzchoł 
ki w Ai a poprzedzających trójkątów; c) trzech ką- 
tów kolejno idących: Di d, E e, A i a; pierwsze są 
równe jak poprzednio, ostatnie zaś ADE. i ade. jako 
mające po trzy boki równe. d) Wielokąty są takte ros 
wne gdy mają boki i przekąlnie równe, gdyż trójkąty 
z zalożenia mają po trzy boki równe. e) Wielokaly fo: 
remne są sobie równe, gdy mają po boku równym, 
bo wtedy wszystkie boki i kąty są także równe. 
n. 6. Koła są sobie rowne, gdy mają promieni 

rowne (fig. 217). Poprowadziwszy w waz znich 
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dowolne promienie OA, OC, OD, OB.., w drogim zaś 
dowolny promień 0a, a inne promienie tak, aby czy- 
niły z tym promieniem takie kąty, jakie w kole O czy- 
nią inne promienie z OA t. j. aoc=AQOQ, aod=AOD, 
AOB—=aob.., to promienie te są nachylone ódpowie- 
dnie, a że są sobie równe, przeto i koło o równe ko 
łu O (252). Wycinki AOB i aob okręgów równych 
zawierające jednakową liczbę stopni są sobie równe, 
gdyż poprowadziwszy w jednym z nich dowolne pro- 
mienie, zaś w dragim Stydwiwińió, co uskutecznić 
można z przyczyny równości kątów AOB i «ob, na- 
chylone te są sobie równe. Odcinki kół równych i 
równych łuków ADB i adb są sobie równe, gdyż po- 
prowadziwszy odpowiednie pochyłe, one są sobie 
równe, przeto łuk adb przystaje do łuku ADB, i cię- 
ciwa ab do cięciwy AB z przyczyny przystawania pun- 
któw A za i B zb. 


$ 11. Symetryczność. 


254. Figury symetryczne lém się różnią od przy: 
stających, że ich punkta odpowiednie idą w przeciw- 
nym porządku, linie więc łączące odpowiednie pun- 
kta, równie jaki nachylone, są sobie równe,i zawiera- 
ja kąty równe, tak jak w figurach przystających, tylko 
leżą w przeciwnym porządku. Linia połowiąca kąt za- 
warty między dwoma liniami odpowiedniemi dwóch fi. 
gursymotrycznych,wychodzącemi zich punktu wspól. 
nego odpowiedniego, lub odpowiednio położonego 
zowie się osiq symelryź, figury zaś symetrycznie poło- 
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żonemi względem tćj osi.*) Tylko figury symetryczne 
płaskie przystają do siebie, gdyż płaszczyzny jakkol- 
wiek położone, wierzchnią lub spodnią stroną do wie- 
„rzchnićj, mając trzy punkta wspólne przystają do sie- 
bie,—przystawanie to uskutecznia się położeniem wie- 
rzchnićj strony płaszczyzny na wierzchnią. W powie- 
„rzchniach np. wypuklych, wierzchnia strona różni się 
od spodnićj, gdyż jedna jest wypukłą a druga wklę- 
słą, a przeto ani wierzchnia do wierzchnićj, ani spo- 
dnia do spodnićj części nie przystaje, lecz tylko spo- 
dnia do- wierzchnićj—ztąd widzimy, że przystawanie 
figur symetrycznych płaskich wynika z wyłącznćj wła- 
„sności płaszczyzn. W ogólności więc figury symetry- 
czne mają ksztalt i wielkość jednakową lecz nie przy- 
'słają do siebie. Nazwawszy równemi figury mające 
kształt i wielkość jednakową, odróżnić należy wła- 
sność figur przystających, od własności figur nieprzy- 
stających, lecz równych przez symetryją. ' 


255. Tw. gł. Wierzchołki figur symetrycznych te- 
żą na linii prostopadłćj do osi symetryi w równej od 
niej odległości. 


*) Podług dawniejszych Jeometrów, figury symetryczne są te, 
których punkta odpowiednie leżą na liniach prostopadłych 
do osi lub płaszczyzny symetryi, w równćj od nićj odle- 
głości; definicya więc la nie ściąga się do figur symetrycz- 
nych bezwzględnie uważanych, które w každém położenia 
są symelrycznemi np. dwa trójkąty prostokątne powstałe 
z Irójkąta symetrycznego, z których jeden posuwany po 
płaszczyznie, nie przystaje do drugiego w žadném położe- 
niu;—lecz ściąga się do szczególnego położenia względem 
linii lub płaszczyzny dwóch figur symetrycznych. 
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10 Jeżeli punkt C, odpówiedni i wspólny dła ohu 
figur symetrycznych leży na ich obwodzie ABC i 
ab'Q lub a*b"C (fig. 218), to dla pierwszój z drugą 
osią symetryi jest linia CX?’ połowiąca kąt między li- 
niami odpowiedniemi GA i Ca” wychodzącemi z pun- 
ktu G, a tém samém i między wszystkiemi liniami łą- 
czącemi ten punkt z punktami odpowiedniemi B, b... 
bo jeśli kąt ACO=CCK, to i kąt BOX =b'CX', gdyż 
dodaliśmy kąty równe AGB i a'Cb” jako zawarte mię- 
dzy liniami odpowiedniemi (250. Wn.); połączywszy 
więc punkta odpowiednie A za” otrzymamy trójkąt ró- 
wnoramienny ACa”, gdyź linie CA i Ca” łączące pun- 
kta odpowiednie ligur symetrycznych są sobie równe, 
a zatem oś CX" dzieląca kąt tego trójkąta jest prosto- 
padła do środka jego podstawy Aa; dla podobnój 
przyczyny linia CX” jest prostopadłą do środka pod- 
stawy Bb” trójkąta symetrycznego BCO i t. d. 2? Je- 
żeli punkta symetrycznie i odpowiednio położone 
względem dwóch odpowiednich ponktów dwóch fi- 
gur symetrycznych (fig. 219), umieściemy w jednym 
punkcie C’ i z lego punktu poprowadzimy odpowie- 
dnie pochyle C'A, CB, GC.., a, CD, C'e., to linia 
C'X połowiąca kąt między tavidan pochyłe- 
mi CA i Ca jest osią symetryi;—oś symetryi poło- 
wiąca kąt dwóch odpowiednich pochyłych, polowi 
kąty zawarte między innemi pochylemi, gdyż kąt AC'B 
=a Cb, AC C=agCe.., przeto w trójkątach równora- 
„miennych AC'a, BC%, linia C'X polowiąca kąt jest 
prostopadłą do środka podstawy, 

Uw, Jeżeli dwa wielokąty symetryczne mają jeden 
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bok odpowiedni wspólny, to on jest osią symetryi, 
gdyż połowi kąt zawarty między liniami łączącemi 
koniec tego boku (lub jakikolwiek punkt jego) z dwo- 
ma pańktami odpowiedniemitych figur, bo każda z nich 
Cbi Cb czyni ze wspólnym ków: bokiem CA 
kąty równe (250. Wn.). 


256. Tw. od. Figury ABC i a'b'e majace punkta 
na prostopadłej do linii CX! w równej od nićj odle- 
„głości, są symetryczne, zaś linia ©'X' jest osią syme- 
tryi (fig. 219), 

/ punkta dowolnego C° linii G'X' do którćj popro- 
wadzone prostopadłe Aw, Bb' Ce, zawarte między 
obwodami figur ABC i wh'c, są sobie równe; —pro- 
wadze linie GA, Ga, CB, CDa., a mam dowieść że 
one są odpowiedniemi nachylonemi. Trójkąty ACW, 
BC hy GC'e.., są symetryczne, gdyż z zalożenia pro- 
slopadla X'C' połowi ich podstawy, przeto C' A=C'a, 
CB=GCW,=C'C=GV€, i kąty COX zc CX, BOX= 
ECX, AG X za' CX jako różnice kątów równych 
utworzonych przez oś symetryi w trójkątach równo- 
'ramiennych (91. Wn. 3); linie więc CA, CB, CC i 
Ca’, CU, Ce jako równe i tworzące odpowiednio 
kąty równe są nachylone odpowiednie, aże idą w prze- 

- ciwnym porządku, przeto figury ABC i a'b”e” są syme- 
tryezne, linia zaś €'X' połowiąca kąt CC'e jest osią 
symetryi. 

Wn. Figury symetryczne i symetrycznie położone, 
obracane około osi symetryi przystają do siebie, gdyż 
linie łączące odpowiednie punkta, jako prostopadle 
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do tój osi przystają dla równości kątów równych, zaś 
punkta odpowiednie przystają dla równości prosto- 
stopadłych; ałbo nachylone odpowiednie przystają 
dla równości kątów zawartych między temi liniami 
a osią, zaś punkta odpowiednie przystają dla równo- 
ści tych linii. 


$257. Zg. Wykreślić wielokąt równy danemnABCD... 
za pomocą a) ójkątów równych i jednakowo poło- 
żonych (fig 220). Z wierzchołka A prowadzę przeką- 
tnie AD), AC, AB, i na linii ae=AE kreślę trójkąt ueg 
=AED, zapomocą trzech boków albo tóż dwóch i kąta 
zawartego( 100); następnie trójkąt ade=ADC i t.d: 4) 
prostopadłych na linie odpowiednie; prowadzę linię 
dowolną XY, i na nią z wierzchołków wielokąta pro- 
stopdałe, na linii zy odcinam zf=XF, FI=f, JG=tg, 
GH=gh i z punktów f; iy g; k, wyprowadzam pro- 
stopadłe równe odpowiednim /b—=FB, gc=GC.., a 
wielokąt bedea jest żądany, gdyż po położenia linii 
khna KH, wielokąty przystają do siebie; c) prosto- 
padłych na boki trójkąta, czworokąta i t. p. (fig. 221); 
kreślę trójkąt AEG mający za wierzchołki trzy wierz- 
chołki wielokąta, zaś z innych na boki trójkąta pro- 
wadzę prostopadłe, kreślę trójkąt aeg=AEG i odci- 
nam ai=AJ, żk=JK i t. d. i*z punktów ztąd otrzy- 
manych prowadzę prostopadle równe odpowiednim 
ib—=JB, kc=KC.., a wielokąt abcd.., równa się wie- 
lokątowi ABCD., gdyż po położeniu trójkąta eg na 
AEG, wierzchołki przystają do siebie; d) równołe- 
głych (fig. 222); przez wierzchołki wielokąta prowa- 
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dzę równoległe równe sobie Aa, Bb, Co.. a wielokąt 
abede ma z danym boki i kąty równe, gdyż czworo- 
boki Ac, Ed... jako mające dwa boki równe i równo- 
legle, sąrównoległobokami; e) opisania figury pro- 
slokałem podzielonym na kwadraty (fig. 223); kreślę 
prostokąt fi=FJ, i dzielę go na takie kwadraty naja» 
kie podzielilem Fl; dla oznaczenia w prostokącie kg 
punktów odpowiednich punktom ABCD.., w odpo- 
wiednich kwadratach znajduję punkta jednakowo po- 
łożone względem któregokolwiek boku tego kwadra- 
tu np. w Jk punkt a odpowiedni punktowi A kwadra- 
1K, zakreślając z £ promieniem LA łuk, przecinające 
go z k promieniem KA ;—po przeniesieniu więc pro“ 
stokąta hg na HG, kwadraty a tém samóm punkta od- 
powiednie przystają do siebie. 

Uw. Podług powyższych sposobów otrzymamy fi- 
gury symetryczne, biorąc linie odpowiednie w prze- 
ciwnym porządka i tak w æ) biorąc'punkt e za odpa- 
wiedni z A, zaś a z E i trójkąty idące z prawćj ku le- 
wój stronie rysując w porządku od lewćj ku prawój 
w b) prostopadle będące nad XH, prowadząc pod rh 
lub ten sam zostawiając kierunek prostopadłych, od- 
cinki linii XH wziąć na linii zh od punktu h do z; 
w e) biorąc punkt a za odpowiedni z G zaś g za od- 
powiedni z a; w d) prowadząc linię CX’ (lig. 219) 
prostopadłą do linii równoległych, poprowadzonych 
z wierzchołków figury ABC tak, aby przedłużenia ich 
nad linią prostopadłą równały się samym liniom ra- 
chowanym do tćj prostopadłćj; w æ) biorąc bok gź 
za odpowiedni bokowi FH. 
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258.24. Chege figurę daną przenieść na kamień; 
blachę i t p. tak aby po położenia powierzchni ka- 
mienia na powierzchnią figury przystaly do siebie, 
potrzeba odrysować na kamieniu figurę symetryczną 
z daną, bo takie tylko figury przystają po położeniu 
na sobie jednakowych stron płaszczyzny figur (254 
i 256. Wn.). Jeśli figurę litografowaną na papierze 
przeniesiemy na kamień, to ona na kamieniu będzie 
symetryczną względem danćj, zaś kamień przy odbi- 
ciu da symetryczną względem figury będącćj na ka- 
mieniu, a t(ćm samóm równą zrysowanćj na papierze, 
gdyż w obu tych figurach linie odpowiedniesą w od- 
wrolnym porządku z liniami figary będącój na kamie- 
niu, a zatém idą w jednakowóm porządku. —W Budo- 
wnictwie ozdoby robią się zazwyeżaj symetrycznie: 


ROZDZIAŁ I. 
Podobieństwo. 


$ 1. Podobieństwo proste. 


259. Jak figary równe są le w których odległości 
odpowiednich punktów (249) są proporcyonalne, lak 
podobnemi są te w których odległości odpowiednich 
punktów są proporcyonalne, 

Figury równe mogły być albo przystające, albo ró- 
wne przez symelryą podług lego, czy punkta odpowie- 
dnie leżały w tym samym lub w przeciwnym porząd- 
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ku, również figury podobne mogą mieć punkta odpo- 
wiednie leżące w tym samym lub w przeciwnym po- 
rządku, a podlug tego może zachodzić podobieńsiwo 
prosle lub odwrolne: ~ 


260. Tw, gł. Jeżeli nachylone odpowiednie, są wje- 
dnakowym stosunku, to i oddalenia odpowiednich 
punktów są w tymże samym stosunku (fig. 224). 

Trójkąty ABF i aef mające z założenia dwa boki 
AV i af, AE i ae w jednakowym stosunku i po kącie 
zawartym, równym, —mająidwa pozostale boki FE i fe 
w tym samym co pierwsze stosunku i kąty odpowie: 
dnio równe; trójkąty ADE i ade, dla tćj samej przy- 
czyny mają boki ED i ed w tym samym co i linie na- 
chylone stosunka i kąty równe i t. d. 

Wn. 1. Kąty AVE i afe, FED i fed, zawarte mię: 
dzy liniami łączącemi odpowiednie punkta, są sobie 
równe, czyli że położenie odpowiednich linii jest je- 
dnakowe, pierwsze kąty są równe, jako leżące w trój- 
kątach AVE i ufe naprzeciw boków odpowiednich AE 
i ae,drugie jako summy kątów równych z pierwszych 
i drugich trójkątów. 

Wn, 2. Figury są podobne, gdy nachylone odpo- , 
wiednie si j. aa y shija 


251. Tw. od. Gdy oddałenia odpowiednich pun- 
kłów A, B, C.., a, b, e.., są w jednakowym słosunku, 
to linie śnie tepunkia z Mórymkolwiek ż nich lub 
z punktem proporcyonalnie oddalonym od dwóch od. 
powiednich, są nachylonemi odpowiedniemi|fig.224). 

30 
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1° Linie AF i uf, AS i ae, AD i ad są nachylone 
odpowiednie, gdyż trójkąty AFE i afe mające po ką- 
cie F i / równym (260. Wn. 1), zawartym między bo- 
kami proporcyonalnemi mają kąt EAF=eaf trójkąty 
EAD i ead dla tćj samćj przyczyny mają kąt DAE= 
dae i wd. 29 W figurach BCDEF- i bedef z punktu do- 
wolnego A prowadzę linie AB, AC.., do punktów je- 
dnój figury, w drugićj zaś dla znalezienia punktu od- 
powiedniego punktowi A, z punktu / prowadzę linię 
fa czyniącą kąt bfa=BFA i z punkta Ż, linię ba czy- 
niącą kąt /ba==FBA, to punkt a jest odpowiedni pun- 
ktowi A, gdyż odległości ich od punktów odpowie- 
dnich B zb i F z/ są proporcyonalne do odległości 
samychże punktów BE i Jf (189. Wn. S), a potrzeba 
dowieść że linie AB,AC, AD.., ab, ać, ad.., są pochy= 
lonemi odpowiedniemi. Trójkąty ABC i abe mające 
kąt B= jako summy kątów ABF=ab/ z wykreśle: 
nia, FBC=/c (160, Wn. 1), i boki zawierające te 
kąty, proporcyonalne, mają kąt BAC=bace; dla podo- 
bnćj przyczyny kąt CAD=cad ited. 

Wa. l. W figurach podobnych nachylone odpo- 
wiednie są proporcyonalne. 

Uw. W wielokąłach punkta odpowiednie biorą się 
tylko w wierzcholkach wielokątów, gdyż boki jako li- 
nie prosté są podobne (4. Wn.l), przeto i pochylone 
odpowiednie prowadzą się tylko do tych punktów. 


262. Tw. Wielokąty są podobne gdy mają katy 


równe iboki odpowiednie proporcyonalne idące w tym 
samym porządku (fig. 224). 
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i Poprowadziwszy przekątnie z wierzchołków odpo- 
wiednich Ai a, będą one nachylonemi odpowiedniemi, 
bo kąt BACbac, CAD=cad.., jako kąty trójkątów 
mających po kącie równym oija między bokami 
proporcyonalnemi. 
© Wn. 1. Wielokąty kolloboć składają się z jedna- 
kowćj liczby trójkątów paelan h i podobnie poło- 
żonych;—i nawzajem. 

Wn. 2. Gdy wielokąty iaiia polożymy tak aby 
mialy punkt odpowiedni lub punkt nachylenia i dwie 
linie lub nachylone, odpowiednie wspólne, to wszyst- 
kie linie odpowiednie tych wielokątów są względem 
siebie równolegle(fig.225, i UI lub il), gdyż punkt od- 
powiedni A można wziąć ża punkt nachylenia, to na- 
chylone odpowiednie, jako czyniące z liniami przysta- 
jącemi AB i ab kąty równe, przystają do siebie, zaś 
linie odpowiednie łączące ich końce, jako dzielące 
nachylone AB, AC, AD. , na części proporcyonalne są 
względem siebie równoległe—ć nawzajem: dwa wie- 
lokąty mające jeden punkt i linie łączące ten punkt 
z wierzcholkami, wspólne , zaś boki równolegle, są 
podobne gdyż te linie, odpowiednie pochyłe, są pro- 
porcyonalne, jako odcinki przecinających się, prze- 
ciętych równoległemi. 

Wn.3. Trójkąty są podobne gdy mają po dwa bo- 
ki proporcyonadlne zawierające katy równe, gdyż le 
dwa boki są pochyłemi odpowie dniemi; a zalóm (rój- 
kąty są podobne gdy mają: a) po trzy kąty równe, 
„to może wynikać z równoległości lub prostopadłości 
boków, albo z jednakowego ich nachylenia (95. Uw.1), 
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bo mają po trzy boki proporcyonalne, 4) trzy boki 
proporcyonalne (fig. 126), gdyż odciąwszy BGi BH 
równe DE i EF, trójkąt BGH z wójkątem DEF mają 
po trzy boki równe, boi GH=DF, jako cztwarte wyra- 
zy dwóch proporcyi, —AB: DE=AC:DF z zalożenia, i 
AB:BG=AC: GH dla równoleglości linii GH (139.Wn. 
2 i5),— mających (rzy wyrazy jednakowe, przeto i kąt 
A=G=D i CHH=F;—c) dwa bokć proporcyoname 
AB: DE=AC: DF pokącie niezawartym równym, byłe 
druga para kątów niezawartych byłą jeduogałunko- 
wa; gdyż odciąwszy ED na BA przez punkt G prowe- 
dzę GH, równolegle do'AC, to trójkąt ABC podobny 
trójkątowi GBH,—trójkąt zaś GBH równy trójkątowi 
EDF (95), bo mają bok GH=DF jako czwarte wys 
razy proporeyi mających trzy wyrazy równe, kąt M 
=B z założenia: a że kąty Fi C są jednogatunkowe, 
przeto i kąty F i H są jednogatankowe, zatem te uba 
trójkąty są albo ostrokąlne , albo rożwartokątne. 
W czterech więc przypadkach trójkąty są podobne i 
w tych przypadkach od trzech części danych nietylko 
zależą trzy pozostale części ale i wszystkie linie dą- 
czące punkta odpowiednie; których stosunek równą 
się stosunkowi boków i kąty zawarte międży temi li 
niami są sobie równe, 


Wn. 4. Czworokąty są podobne gdy ad pięć CZĘ: 
ści danych , w których boki proporcyonalne zaś kąty 
równe, między któremi znajdują się przynajmniej dwa 
boki, gdyż wtedy składają się z Irójkątów podobnych 

~ i odpowiednio położonych ; — zachodzą lu podobna 
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przypadki jak w réa Wn.3)i podło 
się dowodzą. r 
-~ Hównoległoboki są żólokoć bdi sza po trzy czę: 
ści dane, gdyż równoległość boków zastępuje dwa 
pozostałe warunki, a mianowicie: po dwa boki pro- 
porcyonalne zawierające kąty równe, dwa boki przy 
sobie leżące i przekątnią łączącą ich końce propor- 
cyonalne. Proslokąty są podobne gdy mają po dwa 
boki przy sobie leżące proporcyonalne, gdyż kąty 
między temi bokami zawarte, jako proste są subie ró+ 
wnet kueadraly ukośne czyli romby są podobne, gdy 
mają po jednym kącie równym, gdyż stosunki ich 
boków są sebie równe, bo w jednym i w drugim, 
boki nie różnią się od siebie, Wszystkie kwadraty są 
podobne, bo kąty ich proste są sobie równe, a-stur 
sunki boków jednakowe, dla tej samój jek i w rom- 
bach przyczyny. Li 

Wn.5. Wielokąty'są AM ia gdy mają słoiki 
części dane, prócz trzech niebędących samemi buka- 
mi, w danych zaś częściach stosunek boków jest je- 
dnakówy a kąty równe — przypadki są odpowiednie 
jak w równości ipedobnie się dowodzą: (253. Wn.5). 

Uw. 1. Wszystkie koła są podobne, bo ich pochylo- 
ne odpowiednie, wychodzące ze środków, jako; w je. 
dnymi drugim równe między sobą, są w jednakowym 
stosunku (260, Wn. 2). Dla podobnej: przyczyny wy- 
cinki i odcinki kół, których duki są jednakową czę- 
ścią swoich ukręgów, są podobne. 

Wn. 2. Figury są odwrotnie podobne, gdy punkta 
odpowiednie idą w przeciwnym porządku t. j, jeśli 
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jedna figara jest podobną z figurą symetryczną drugićj: 
Figury podvbne mające wspólny punkt nachylenia O 
i nachylone odpowiednie na liniach prostych,tak polo- 
żone w jednym kierunka (fig. 226), jako téż i w prze- 
ciwnym (fig. 227) są podobnemi wprost, gdyż w dru: 
gim razie obracając jedną figurę około punkta nachy- 
lenia, gdy nachylona odpowiednia Ow przystanie na 
OA, to i inne przystaną do siebie. Punkt nachylenia 
() bezzasadnie zowią panktem podobieństwa proste- 
go gdy on leży zewnątrz figur (fig. 226), zaś podobień: 
stwa odwrolnego gdy leży między figurami (fig.227), 
albowiem w obu razach figury jednakowo są podo- 
bne, tylko niejednakowe mają położenie, a mowa jest 
nie o położenie, leczo samych figurach. Dla tćj to 
przyczyny w połączeniu okręgów, punkta przecięcia 
się stycznych wspólnych do dwóch okręgów, niena- 
zywamy punktem podobieństwa prostego lub odwro- 
tinego, lecz punktem sprzężonym z linią ścodków ze- 
wnętrznym lub wewnętrznym, podług tego czy leży 
na przedłożeniu lub na samćj linii środków. Figury 
odwrotnie podobne (fiz. 228), jeżeli mają nachylone 
na liniach prostych, to odpowiednie nie są na tych 
samych liniach, lecz w przeciwnym porządka, linia 
OX polowiąca kąt między odpowiedniemi pocliyłemi 
"OD i odl jest osią symetryi i podobnie jak w równo- 
ści, figura jedna ad obracana ż swoją płaszeżyną o- 
koło tćj osi i położona na płaszczyznie drugićj figu- 
ry staje się jéj podobną, zaś obracana okolo punklu 
nachylenia © na plaszezyznie obu tych figur, w ża- 
"dnćm polożeniu nie jest do nićj podobną. — Przeto 
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w figurach odwrotnie podobnych, wierzchnia strona 
jednćj figury jest podobna do spodnićj części drugićj, 
podobnie jak w równych, wierzchnia strona jedaćj 
przystaje do spodnićj strony drugićj. 


263. Zg. Na linii dunćj wykreślić wielokąt pod: = 
bny danemu za pomocą: a) trójkątów. podobnych ż 
podobnie położonych (lig. 224); na linii danćj of kre- 
ślę trójkąt afe podobny trójkątowi AFE, albo za po- 
mocą dwóch boków AF i FE i przekątnićj AK zmniej- 
szonych w stosunku AF: af (153), tjo z trzech bo- 
ków zmniejszonych kreślę trójkąt afe (109); albo 
z dwóch boków zmniejszonych AF i FE w stosunku 
boku AF do linii danćj i kąta między niemi zawarte- 
go; —na linii ae kreślę trójkąt aed z boków zmniej- 
szonych w tym samym stosunku trójkąta AED it du 
b) Za pomocą nachylonych (lig. 226); do boku BG 
odpowiedniego linii danćj prowadzę równoległą be 
równą tćj linii, idwie zbiegające się Bbi Cesto punkt O 
jest punktem nachylenia dla wielokąta danegoABCDE 
i szukanego; —pozostaje tylko z punktu O poprowa- 
dzić nachylone OA, OB, OC..,i równolegle ba, de, ed, 
de, do boków odpowiednich wielokąta danego. Wie- 
lokaty AD i ad są podobne gdyż nachylone OA i 04; 
OB i Ob.., jako przecięte równoległemi, są prepo 
nalne (269. Wn. 2). 


Przypadki odpowiednie przypadkom równości wie- 
lokątów kreślą się tak jak N° 257 5), e), 4), e), tylkó 
zamiast linii danych figury danćj, biorą się linie zmniej- 
szone w danym stosunku; dla tego że podobieństwo 
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od równości różni się tém tylko, że w równości sto* 
sunek linii odpowiednich równa się jadon zaś 
w podobieństwie jest dowolny. 


264. Zr. W F ea planów potrzeba nakre- 
ślić figurę podobną figurze gruntu t. j. żeby linie pro- 
ste poziome, łączące ważniejsze przedmioty lub miej- 
sca wzięte na gruncie, były zmniejszone w danym 
stosunku. Jeżeli główniejsze punkta na gruncie (lig. 
229) są A, C, D; E, B, F, G, H, wtedy wyobraziwszy 
linie proste poziome łączące te punkta, otrzymamy 
na gruncie wielokąt ACD a, a plan tego gruntu jest 
wielokątem podobnym pierwszemu, mającym linie 
łączące odpowiednie punkta w danym stosunku np. 
w planie 900 razy mniejsze od linii na grancie. Usku- 
teczniając to za pomocą stolika, t. j. deski takićj jak 
rajzbret mogycćj obracać się poziomo na Wójncgu i 
mieć ruch pionowy, obieramy dwa z tych punktów 
A i B lub ione takie, aby z nich znaczniejsze punkta 
były widzialne i aby linie z tych dwóch punktów Ai 
B poprowadzone do iunych, przecinały się pod kąta- 
mi zbliżonemi do prostych, gdyż linie przecinające się 
pod kątem prostym, najdokładnićj oznaczają punkt 
przecięcia się, W punkcie A astawiamy stolik i w pun- 
kcie stolika, leżącym na pionowćj przechodzącćj przez 
pankt A, wbijamy cienką igłę; ustawiamy stolik pozio” 
mo, punkt stolika przystający do punklu'A gruńtu, 
bierzemy za punkt nachylenia figur podobnych gran- 
tu i planu. Z punklu A za pomocą dioptry (66, 5) 
prowadzimy na stoliku ołówkiem linie do przedmio 
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tów grunlu C, D, E....których przedłużenia wyobrać 
żalne, linie te są poziome, jako leżące na plaszczy- 
znie poziomej, i są nachylonemi wspólnemi dla oba 
figur, pozostaje tylko na nachylonych planu odciąć 
Q00;tne części nachyłonych grantu. W tym eela mie- 
rzę linię AB sznurem i za pomocą skali biorę linię 
900 razy od nićj mniejszą i odcinam ją od'A do b, 
ustawiam stolik w punkcie B poziomo, zgadzam punkt 
b. stolika, z punkiem B: grantu; zaś obracając stolik 
poziomo zgadzam linie Ba stolika z linią BA graniu, 
i z punkia B prowadzę na plaszczyznie stulika proste 
do punktów Tris Dy Eas klóre przėciñającsięzindáchy+ 
lonemi, wc, 4d, e, fs Boh dają punka odpowiednie 
punktom. waięlym na gruncie, gdyż linie'ac, ad, ae 
it. d. są $00-mi częściami linii odpowiednich, bo 
trójkąty BCA i Bea, BDA i Bda.., mają kąty przy B 
wspólne, zaś kątyprzy Aim równe, a przeto boki 
ich są w jednakowym stosunku AB: a. 
„Jeśli.potrzeba oznaczyć tylko położenie punktów 
A; G, D... to plan byłby już skończonym ,— jeśli zaś 
oprócz tych punktów są inne do oznaczenia, które alba 
są niewidzialńe z punktów A i B,lab dla innych miej- 
scowych przyczyn nie mogly być zdjętemi, wtedy po- 
zostałe punkta oznaczają się za pomocą prostopa: 
dłych na linie łączące oznaczone punkta, jak to za? 
zwyczaj robi się przy oznaczeniu kieranku rzek; brze 


“gów jezior i t. P 


Jeżeli znaczniejsze punkta gruntu jedne z drugich 
si niewidzialne, jak lo ma miejsce przy zdejmowaniu 
planu lasów, gór i l, p. to zdejmowana przestrzeń 

31 
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opisuje się wieloekątem , który oznacza się na planie 
za pomocą boków i kątów między nićmi zawartych, 
zdejmowanych albo za pomocą stolika, lub narzędzi 
słażących do zdejmowania kątów (66), zaś inne pun- 
kta za pomocą prostopadłych na boki wielokąta, a 
pozostałe ograniczenie rysuje się na miejscu od ręki. 

Zamiast stolika użyć można narzędzi do zdejimo- 
wania kątów, co w rozleglejszym pomiarze jest nie- 
zbędnem i wtedy kąty zawarie między nachylonemi 
odpowiedniemi oznaczają się w stopniach, i w tém 
tylko to postępowanie różni się od poprzedzającego. 

Dla poznania dokładności pomiaru, mierzymy od- 
ległość między jakiemikolwiek dwoma zdjętemi pún- 
klami, i oznaczamy o ile 900-Ina część tćj linii różni 
się od odpowiednićj linii planu. 


$ Il. Stosunek obwodów. 


4 

265. Tw. Obwody wielokątów podobnych mują się 
dn siebie jak boki, lub też juk linie, łączące odpowie- 
dnie punkta. 

Stosunki boków odpowiednich wielokątów podo- 
bnych są sobie równe, lecz że w stosunkach równych 
summa poprzedników tyle razy jest większa lub mniej 
sza od summy następników, ile razy którykolwiek po- 
przednik jest większy lub mniejszy od swego nastę 
pnika *),— przeto summa boków jednego wielokąta 


*) Gdyż w stosunkach 10:5, 8:4,6:3 poprzednik 
równasię bp É rat pomnożonemu przez wy- 
kładnik stosunku — 10—5. 2, S=4. 2, 6—8. 2, 
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z summą boków drugiego wielokąta stanowi stosunek. 
równy stosunkowi dwóch boków odpowiednich; lecz 
że stosunek dwóch boków odpowiednich równa'się 
stosunkowi dwóch linii łączących odpowiednie pun- 
kta, a zatém i stosunek obwodów równa się stosun- 
kowi linii łączących odpowiednie punkta. 

Wn. 1. Obwody jakichkolwiek figur są w stosun- 
ku linii łączących odpowiednie punkta, gdyż na ob- 
wodach biorąc odległość dowolnie małą punktów 
odpowiednich, summy linii prostych łączących kolej- 
no te punkta są w stosunku linii prostych łączących 
którekolwiek dwa punkta odpowiednie, a zatóm i sa- 
me obwody są w stosunku tych linii. Ztąd wynika, 
że okręgi kół są w stosunku promieni, średnic, cię- 
ciw podpierających luki mierzące kąty równe, lub 
w stosunku tych luków mierzących kąty równe jako 
zawartych między nachylonemi odpowiedniemi kół 
podobnych; gdyż stosunek summy wszysikich linii 
łączących odpowiednie punkta obwodów równa się 
stosunkowi summ jednakowej liczby tych linii odpo- 
wiednich. Łuki wycinków i odcinków podobnych t.j, 
łuki zawarte między ramionami kątów równych, są 
w stosunku promieni lub cięciw tychże łuków, 


„ a że stosunki są sobie równe, przeto następniki 
są pomnożone przez jednakową liczbę, zaś sum- 
ma poprzedników 10+-5-+6 równa się sommie 
następników pomnożonych przez tę samą liczbę 
(5+4+3) 2. gdyż mnożąc tę summę przez 2, 
mnożymy każdą liczbę oddzielnie, bo mnożenie 
jest skróconóm dodawaniem, zaś dodając 5+ 
4-73 do 5-443, możemy dodawać 3 do Żch, 
4 do ách, 5 do Ściu i tego wziąć summę. 
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Wn. 2. Łuki AB i A'B' okręgów. nierównych pro- 
mieni OA i i OA? są w stosunku iloczynów kątów ód- 
powiednich przez promienie (fig. 130), gdyż AB:AB" 
==AOB: VOB (54), tudzież AB". A'B'=OA: OA” to 
i AB. AB": ABMA B'A OBON: AOB: OA” żyli AB: 
A'B=AOB.AQ: A'OB." OA'. Dziełąc „poprzedńki 
przeż AO zaś następniki przez A'O otrzy mamy, że Sto- 
sunek kątów równa się stosunkowi luków bin: 
32 pez ich iet ENOS 


10600 

"266. Zg: Stosunek śr Rey nę kk gi kol wy: 
razić liczbą. 

« Zagadnienie to rozwiązać META dwoma sposó 
bami, albo dla danego promienia znałeść wielkość 
okręgu, lub też dła danego oliręgać znałeść wielkość 
promienia. | ie 
Coa) Jeżeli dany promień okręgu kobh jest jednością 
a szukamy okręzu, wysujeńy 'w lo koło wielokąt fó- 
sśemny np. kwadrat, sześciokąt, dziesięciókąt, i opiż 
sujemy nau vkręga podobny wiełok sł, to obwód: Wie 
lokata wpisanego jest mniejszy od óktęgu ;* tis opi 
sanego większy od okręgń (105), Mierząć te obtvó- 
dy promieniem, t. j. wyrażając kczbą całą f alonikiem 
dziesięlnym, w ilu cyfrach dziesiętnych ite, obwody 
nie różnią się od siebie, to tem bardzićjew tylu dzie- 
siętnych cyfrac 'h nie różnią się od okręgu zmićrzone- 
go promieniem. Wpisując i opisując wielokąt o dwa 
razy większćj liczbie boków, obwody ich w większej 
liczbie cyfr nie będą różnić się od siebie, a tém samém 
qirzymamy liczbę z więcćj cyframi dziesiętnemi wyra: 


í 
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żającą wielkość okręgu mierzonego promieniem, a 
zatćm podług wymaganćj ścisłości możemy zmierzyć 
okręg promieniem, mierząc obwody wielokątów wpi< 
sanych i opisanych. Ptak: obwód Gcio-kąta forza- 
wiera promieni 6,00060%, opisanego zaś 6,928272, 
przeto okręg kół zawiera 6 promieni; obw. 4$-ta for. 
zawiera promieni 6,275696, opis. zaś 6,25924S, przes 
to okręg koła zawiera 6,2 promieni; obwód 96-kąta 
for. zawiera promieni 6,282065, opis. zaś 6,255212, 
przeto okręg kola zawiera 6,23 promieni; obwód 
354-kąla for. zawiera 6,283160: opis. 6,258314, prze= 
to okręg kola zawiera 6,253 promieni it„d.. Slosu= 
nek więc promienia do okręgu jest 1; 6,253,zaś dwóch 
promieni czyli średnicy 2: 6,2358 czyli 4: 894l 

a) Jeżeli dany okręg kotu mą cztery jedności a 
szukamy ile tych jedności ma, jego promień, bierze: 
my wielokąt foremny którego obwód ma cztery tych 
jedności i szukamy promienia okręgu kola w pisanego 
i opisanego na yw ielokącjez ave okręg kola wpie 
sanego jesl mniejszy, zaś opisanego większy od ob» 
wodu tego wielokąta a lém samém i od okręgu da- 
nego, przeto i promień szukany jest mniejszy od pro- 
mienia okręgu opisanego, zaś większy od promienia 
okręgu wpis. Wyraziwszy więc ile te promienie mają 
tych jedności których okręg ma 4, liczbą calą i ulam- 
kiem dziesiętnym, w ilu cyfrach dziesiętnych te pro- 
mienie nie różnią się od siebie, to tem bardzićj w tylu 
cyfrach dziesiętnych nie różnią się od szukanego pro- 
mienia: Lecz im wielokąt ma więcćj boków, tem ró- 
żnica: między demi' promieniami jest mniejsza (206), 
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a témsamém więcćj cyfr dziesiętnych jest jednakowych 
w wartościach dwóch promieni, przeto więcćj cyfr dzie- 
siętnych ma liczba wyrażająca wielkość promienia szu» 
kanego. Tym sposobem możemy znaleść liczbę wyra- 
żającą wielkość szukanego promienia z tylu cyframi 
dziesiętnemi ile się nam podoba. 1 tak: niech 4 będzie 
obwód kwadratu, to bok jego jest 1, promień koła 
wpisanego jako połowa boku jest % 0,5600000 opi+ 
sńogo jako polowa przekąlnićj + |” 2 =0,707 1068, 
przeto promień szukany jest większy od połowy je: 
dnosti; bok Smio-kąta for. którego obwód 4 jest Ya, 
promień kola wpisanego równa się połówie summy 
promieni okręgów wpisanego i opisanego na kwa- 
dracie (206, a) t. j; jest średnio-arylmetycznie proi 
poreyonalny miedzy temi promieniami równa się więc 
% (0.5000000 +0,7071068) = 0,6035534; promień 
zaś koła opisanego jest średnio-jeometrycznie pro- 
porcyanalny między promieniami koła opisanego na 
kwadracie i wpis. w 8-kąt (206, b) przeto równa się 
1/0,7011068. 0,6035534 — 0,6532515, a zatćm pro- 
mień szukany jest 0,6; w 16to-kącie for. prom. wpis. 
—%/(0,6035534 + 0,6532815)—0,6284174, opisane- 
go zaś |. 0,6532515 .0,62841 74 = 0,6407259, przeto 
nie daja /częściselnych; w 32-kącie prom, BRIAN = 
(0, 6284174 +0, 6401259)—0,6345731, opisanego== 
y 10.6035534. 0,634573 T = 0,6376435 a zatóm pros 
mień szukany jest 0,63; w 64-kącie wpis =0,6361083 
0pis.-=0,6368754, przeto promień szukany jest0,636 
itod. stosunek więc okręgu do promienia wyrazi się 
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4:0,636, zaś do okręgu średnicy 4:1,272—3,14.. 
Stosunek ten dla krótkości oznaczamy przez Il = 
3,14159265358979328546, log. 11=0,497 14957269- 
415385435. Stosunek ten wyrażony ułamkiem giar 
głym daje następne przybliżone wartości 3: l; 22: 7, 
333 : 106, 355 : 113..; pierwszy nieużywa się wcale, 
gdyż jest zbliżony o '4, dragi Archimedesa jest uży- 
wany i jest zbliżony mnićj jak o jedną tysięczną, trze» 
ci Hiwarda nie jest używany, czwarty zaś Metiusa 
często używany, jest zbliżony mnićj jak o połowę 
milionowćj,—ten ostatni łatwy do spamiętania otrzy- 
maje się, gdy liczbę złożoną z porządkowych liczb 
nieparzystych branych po dwie 113355, przelniemy 
w półowie cyfr 113/ 365, 


267. Znałeźć linię próstą równą okręgowi koła 
(fig. 231). 

Prowadzę dwie średnice prostopadłe. AB i GD; 
przez A prowadzę linię AE równoległą do CD i na 
połokręgu CAD przenoszę promień jako cięciwę trzy 
razy; przez punkt G prowadzę promień FG do spot- 
kania się z linią AE w punkcie H i od tego punktu 
do J na linię HE przenoszę promień trzy razy; punkt 
B zJ łączę linią prostą a ona równa się połowie okre- 
gu, a tém samém linia dwa razy od nićj dluższa ró- 
wna się całemu okręgowi ADBC. 

Dla okazania że linia BJ=3,1415 promieniom. o- 
znaczam go przez R i uważam że BIAB AJ; 
lecz AB=2R, AJ=HJ—AH i HJ=3R przeto: 

BI =4R* + (3R—AH)*. Dla otrzymania AH prowa- 
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dzę GL bok sześciokąta foremnego, który jest równo: 
legły do CD gdyż luki CG: i LD są sobie równe, — to 
GM=KR. Lócz A H:GM=FA:RM FG=FN-ENG" 
czyli FM *=FG" —6M M RY REY, żaś samo FM= 
RJ J; przeto z proporcji. AHRR. R:R. sz zz 
R: 3; pozniesieniu wspólnego czynnika 4R; walawiar 
jąc za AH wartość, będzie: BI*==4R*4-(BR—R:]/3/) 3 ^, 
lecz psan = 1732051 zaś REl, dęba pos 5173502 R, 


$ 141533 R, przeto TN e się | pa ara P 
wartości okręgu mniéj jak o pół wydać CE co 
w praklyczaćm użyciu jest dostalecznćm. 


268. Żd. ZBARAŻ okręg koła któ eg bra omień ma 
8 łokćż. 

Okręgi kół mają się do siebie jak średnice likta 
śred. 113: iai I6=okręg 350: okręg x. Ziąd okręg 


355 
szukany = E 16 Eok =t = = ZI] R. 


269. Znałeźć średnicę okręgu Lada mó ło: 

Okręg 355: okręgu 25 = średnica 113: śred. szu: 
133 1 

path a oj To szukana = 355 aTi A 
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270. Zd. Mając promień S znaleść łuk 75%. 


355 
Okręg koła == 2IIR= TS 16— 3600; 75%—211R: 
2IIR.757 
x =" 3600" a 


271. Zd. Mając luk 35° zawierający 10 lok., zna- 
leżć średnicę. 


s 3600 
Luk 35% łuku 3800—10 tok: x tok: — az 10 


1 360 
łok., środnica sis — 135 210 łok. (269). 


gra. Zg. Łuk BS okręgu C wyr azić przez przys 
bliżenie w linii proslej (Archimedes) (lig. 232). 

Przez końce luka BS prowadzę zjednej strony środ< 
ka C cięciwy równolegle AB i PS i styczne SU i BT 
do przecięcia się z temi cięciwami, a juk BS=4(BT 
+ SU). Cięciwa bowiem BS > SU, bo w trójkącie 
BSU kątU jest rozwarty jako dopelnienienie kąta je- 
dnostronnego ostrego PSU, przeto SU < łuku BS; li- 
nia BT > luku BS, jako większa od 4$W+-WS gdyż 
WS < WT leżącego naprzeciw kąta WST rozwarte- 
go, a przeto polowa tych linii zbliża się do łuku: 


213. Zl. Za pomocą N* 269 wynajduje się pros 


mień rotundy, kloca drzewa i t. p., których obwód 
inierzy się sznurem. 
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OGROZDZTAŁ 1. 


1. : ien . s +a i] 44 ` 
Rówńoważnosć i slosunek figur. 


$1. Równoważność. 000 


274, Tw, gł. Linia łacząca wierzchołek ze środ- 
kiem podstawy dzieli ten trójkąt na dwa trójkąty ró- 
wnoważne (fig. 233). 

(| Ze środka podstawy prowadzę dwie linie równo- 
„ległe do boków, które połowią te boki (133); trój- 
kąty DGE i DAF sa równe bo mają po tnży. boki ró- 
wne: DC=AD zzałożenia, EC=BE=FD, i DE=FB 
==AF; dla podobnćj przyczyny i trójkąt DEB—DFB. 

Wn. 1. Dzieląc podstawę AB (fig. 234) trójkąta 
ACB na trzy równe części i prowadząc | linie o 
rzcholka kąta przeciwle, lego do środka tych podzią- 
łów, podzielimy trójkąt na trzy trójkąty równoważne, 
gdyż podług twierdzenia środkowy jest równoważny 
z każdym że skrajnych. Jeżeli z punktów DiE  podzią- 
łu, poprowadzimy linie równoległe do boków tych 
trójkątów, to one podzielą i je na części rów noważne i 
tak: trójk. AKD =DHE gdyż w trójkącie ACE linia CD 
poprowadzona do Śródka podstawy AE i linie DK, 
DH są równoległe do boków CE i CA; trójkąt DNEŻ 
AFD bo mają po boku i po dwa kąty przy nim leżą- 
«6 równć, przeto i trójkąty INE i KFD jako ich 
różnice są s sobie fówne; — PołóBtie: irójk. DHC= 


ENT 


(48), kat GDN= GCL (18. Wn. 9.) i bok GD=GC, 
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bo równoległe CB, GE, dzielące DB na części równe, 
dzielą i DC na części równe, a przeto ji ich różnice, —t.j. 
czworokąty KLGD i NHCG są sobie równe. Podobnie 
dowiedlibyśmy że: DNE=zEMB, DNG=EMIJ, ENH= 
HPC. i CGNH=HPIJE t j. odpowiednie części trójką» 
tów są sobie równe. Gdybyśmy podstawy podzielili 
na ilekolwiek części równych, podobnym sposobem 
dowiedlibyśmy, że trójkąty równoważne -powstałe 
z połączenia wierzchołka z punktami podziałów pod- 
stawy, przez linie równoległe do boków tych trójką 
tów dzielą się na części odpowiednie równe. i 

„Wn. 2. Trójkąty mające podstawy i wysokości r0- 
wne są równoważne (fig. 235,1, IL i I). Przykładam 
podstawy AB trójkątów lak, aby przystawały,= to wte- 
dy albo a) dwa boki ACi AD są na jednćj linii prostćj 
(lig. 235, 1.), albo nie na jednćj linii prostćjz w drugim 
przypadku albo b) obie wysokości padają na podstawę 
(lig. 235, II), albo €) jedna na podstawę, zaś druga na 
jéj przedlużepie (fig. 235, LIL), 
a) Wysokość DF=CE to i DA=AC (130, Wn. 5) 
i trójk. CBD przez BA jest podzielony na części ró. 
wnoważne (174). b) Dla równości prostych CG=GD 
trój. CAG z GAD i CBG z BGD są równoważne a tćm 
samém i ich sammy CAG CBG. z GAD-+-BGD są ró- 
wnoważne. c) Podobnie trój. CAG zGADICBGzBGD 
są równoważne, pezeto i ich różnice CAB z BAD są 
równoważne. 

Wn. 3. J nawzajem, Aüs irójkąty mające padsla- 
wy i powierzchnię równe, mają i wysokości równę 
(fig. 236). E iot 
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Zestawiwszy trójkąty na wspólnćj podstawie AR 
tak, aby wierzchołki ich Ci D były z jednćj strony 
tćj linii, jeśliby wysokości ich nie były równe, linia 
DC nie bylaby równoległą do 4B; poprowadziwszy 
więc linię CE równoległą do AB do spotkania się z bo- 
kiem AD lub jego przedłużeniem w punkcie E, trójkąt 
AEB jako równoważny trójkątowi ACB bylby równo- 
ważny i trójkątowi ADB, co być nie może. 

Wn. 4. Równoległoboki mające podstawy i wyso- 
kości równe są równoważne, gdyż podzieliwszy ka- 
żdy z nich przekątnią na dwa trójkąty mające z nićmi 
podstawy i wysokości równe, trójkąty jednego są ró- 
wnoważne trójkątom drugiego, 

Wn. 5. Dzieląc podstawę równoległoboku na ile: 
kolwiek części równych, i przez punkta podziału pro- 
wadząc linie równolegle do boku leżącego przy pod- 
stawie, równoległobok podzieli się na równoleglobo- 
ki równe, jako mające podstawy i wysokości równe. 

Wn. 6. Trójkąt mający z równoległobokiem ró+ 
wną podstawę i wysokość jest jego polową, gdyż ró- 
wnoległobok dzieli się na dwa trójkąty mające z da- 
nym podstawę i wysokość równą. 

Wn. 7. Trójkąt jest równoważny równoleglobo- 
kowi mającemu z nim równą podstawę a wysokość 
dwa razy mniejszą, lub równą wysokość a podstawę 
dwa razy mniejszą — gdyż przedłażywszy bok przy: 
legły podstawie równoległoboku tak, aby przedluże- 
nie równało się temu bokowi i dokończywszy lego no- 
wego równoległoboku, ten mieć będzie wysukość ró- 
wng wysokości trójkąta (138), przeto jest dwa razy 


www.rcin.org.pl t 


253 


większy ad trójkąta i od równoległoboku danego, a 
zalém irójkąt jest równoważny równoległobokowi da- 
nemu; podobnie jeśli podstawa jest dwa razy niniejsza, 
przedłużam ją tak, aby przedłażenie równało się sa- 
méj podstawie, prowadzę równoległą do boku przy- 
leglego podstawie i dokończam równoległoboku, a 
ten równoległobok jest dwa razy większy tak od trój- 
kąta jak od danego równoległoboku. 


275. Tw. Z punklu przekąlnićj równoległoboku 
poprowadziwszy linie równoległe do boków, otrzy: 
mamy cztery równoległoboki, z których dwa nie ma- 
jące tćj przekąlnićj zwane dopelnieniami równoleglo- 
boku, są równoważne (fig. 231). 

Trójkąty JED i DEG równie jak i trójkąty BFE i 
BHE są sobie równe, przeto JED +BFE równe DEG 
+BRE; jeśli więc od trójkątów równych DAB i BCD 
odejmiemy te ilości równe, reszty pozosianą równe 
AE=EC, 

Wn. 1. Jeśli równoleglobok jest kwadratem, do- 
pelnienia są prostokąlami (fig. 235), a niedopełnienia 
JF i HG kwadratami, gdyż przekątnia AC polowi ich 
kąty. | 


216. Tw. Kwadrat z summy dwóch linii równa się 
summie kwadratów z lych.linii, powiększonej dwoma 
prostokąłami z tychże linii (fig. 235). 

Na linii AD będącćj summą dwóch linii AJ +JD 
wystawiam kwadrat BD, z punktu J wyprowadżam 
prostopadłą JH do przecięcia się z przekątnią AC 
w Eji przez E, linię FG równoległą do AD. Figura 
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FJ jest kwadratem z linii AJ, HG kwadratem z linii 
HC=JD (175. Wn. 1), zaś prostokąty FH i JG mają 
podstawy EE i EJ równe linii AJ, jako. boki kwadratu 
HI; wysokości EG i HE równe, jako boki kwadratu 
HGi równe drugićj linii JD, przeto: AD?=AS-HID?-- 
2.13.4D:.| Hays] 

Wn. Jeśli obie linie są sobie równe, to prostokąt 

mający jedną z nich za podstawę a drogą za wyso* 
kość, jest kwadratem, zatóm kwadrat z simmy tych 
Jinii równa się czterem kwadratom wysiawionym na 
jednćj z tychże linii i nawzajem. 


277. Tw. Kwadrat z różnicy dwóch linii, równa się 
summie kwadratów ż tych linii, zmniejszonej wolą 
prostokątami z tychże linii (lig. 238). 

Linia AJ jest różnicą linii AD i JD, kwadrat zd FI 
otrzymamy, odejmując od kwadratu BI) prostokąt BG 
3 Gl; dodająe do odjemnika i odjemnćj Kwadrat HG, 
mamy: kwadrat FJ równy summie kwadratów BDi 
HG, zmniejszonćj prostokątem BG i prostokątem JG 
z kwadratem HG; lecz prostokąt JG z kwadratem HG 
składają prostokąt HD, mający z prostokątem BG pod- 
sławy BC i CD równe AD jako boki kwadratu BD; zaś 
-© wysokości GC i CH równe sobie i linii JD, — przeto 
kwadrat FJ równa się summie kwadratów BD i HG 
zmniejszonćj dwoma prostokgtami mającemi za pod- 
slawę AD a za wysokość ge” co przez skrócenie wy- 


razi się AJ=AD*+)D*”— 2 AD.JD. 


"278. Tw. Proslokat AH mający za: podilawę sum- 
mę dwóch linii AC 4+-CB. a za wysokość różnicę lychie 
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linii AG—CB—=AD, równa się za wadratóio 
z tych linii (fig. 239V. z 

Na linii AC kreślę kwadrat AF, OCH CD=CB 
izpunktu D wyprowadzam prostopadłę DK; Prosto- 
kąt AHAL LB, lecz LB=EJ gdyż ACHAR z Wy- 
kreślenia; AD—=AG z założenia, przeto różnice ich 
GE i DC'są sobie równe t. j. DC=(B=GE,—wyso- 
kość BH-=AR) z wykreślenia zaś AB=GI (115; 6) 
-nj i BHr=GJ; a zatćm prostokąt AH=AL4+ EJ cżyli 
równy kwadratowi AF mnićj kwadratem KL; czyli 
prostokąt mający za podstawę Panc? a za PW 
sokość. ZEŃ fè 04 

pda as't mory dzy! 

279. Tw. Kiddrat z EE równa 

się summie kwadratów. z ramion kąla A (Py- 
Ahagoras). (fig. 240). 

Bok kwadratu BIH z ramieniem kąta frontage AB 
są na jednéj linii prostćj, gdyż kąty HBC CBA jako 
proste są równe Il (47); podobnie JB i BC's} jedną 
linia prostą.  Poprowadziwszy linie KC i BD trojk, 
KAC 1 BAD są sobie równe, jako mające po dwa bó- 
kii po kącie zawartym równym (253. Wn'2': KAs= 
„AB/ACZAD jako boki kwadratów zaś kąty są kąta: 
mi prostemi powiększonemi kątem BAC; lecz że piet- 
wszy trójkąt jest połową kwadratu JA zaś drugi po- 
dową prostokąta AF, bo mają 2 nićmi podstawy KA i 
AD wspólne i wierzchołki na liniach JG i FB'równo- : 
Jeyłych do podstaw, —przeto kwadrat AJ jest równo- 
Aważny prostokątowi AF, Podobnym sposobem dowie- 
dlibyśmy że kwadrat HC jest równoważny próstoką- 
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towi CF, a zalóćm summa kwadratów JA i HG równo- 
ważna summie prostokątów AF i FG czyli kwadra- 
towi AE z przekątnićj AC. 

Wn. Kwadrat z ramienia kąta prostego równa się 
kwadrałtowi z przeciwprostokątnićj zmniejszonemu 
kwadratem z drugiego ramienia kąla prostego. 

Uw. Wn. ten od 141 Wn. 1 różni się tém, że tam 
kwadrat z liczby wyrażającćj przeciwprostokątnią ró- 
wnał się podobnym kwadratom z ramion, tu zaś pd- 
wierzchnia figury zwanćj kwadratem równa się po- 
wierzchni dwóch takich figur wystawionych na ra- 
mionach kąta prostego. Jak późnićj zobaczymy jedna 
ztych prawd pociąga za sobą drugą. 


280. Tw. Kwadrat z przeciwrozwarlokątnićj ró- 
wna się summie kwadratów z ramion kata rozwariego 
zwiększonej podwójnym prostokątem jednego z nich 
przez odległość prostopadłćj nań spuszczonćj od wie- 
rzchołka kalu rozwartego (fig. 241). 

Poprowadziwszy prostopadłą na przedłażony bok 
AC mamy AB*=BD*+ AD? lecz BD*= BG" CD* 
(279. Wn.), zaś AD*=(AC+CD)*=AC7+-0D*+2. 
AG.CD (276),to AB*=BC*—CD*4-A0*4 CD”++2.AC. 
GD=BCQ:+AC*+-2.AC.CD. 


251. Tw. Kwadrat z przeciwostrokątnićj równa 
* się summie kwadratów zramion kąta ostrego, zmniej- 
szonćj podwójnym prostokątem jednego z nich, przez 
odległość prostopadłćj nuń spuszezonćj od wierzchoł- 
ka kąta ostrego (fig. 242). 
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Poprowadziwsży prostopadłą BD,A 33 =BD* j-A7)$ 
lecz BD*=BO*—DG* zaś AD*=(AC—DC)*=AD* H 
be =2AD.DC (277), przefo postawiwszy za BD*i 
AD? ich wartości, będzie: AB=BC*—DC?4-AD? + 
DC*=2.AD.DG=BC* +AD?—2.AD.DC. 


282. Tw. W trójkącie, summa kwadratów z dwóch 
boków równa się podwójnemu kwadratowi 2 polo- 
wiącej bok trzeci, zwiększonemu podwójnym kwadra- 
tem z połowy boku trzeciego (lig. 243), 

Poprowadziwszy prostopadlę BE, połowiąca BD 
jest pochyłą, a zatém kąt BDA jest rozwarty zaś BDC 
ostry; przeto: AB =BD*+AD*+2 AD.DE i BC 
BD*4++DC?—2 DC.DE lecz że AD—=DC z założenia, 
przeto: AB*+-BC*=2BD*+ 2AD*, 


283. Tw. W równoległoboku, kwadraty z dwóch 
przekąlnich, są równe kwadralom z czterech boków 
(fig. 244). 

Przekątnie w równolegloboku połowią się (115, 
c) przeto: AB*++BC*=2AE*+-2BE? tudzież CD? + 
DA*—2 AE? +2 ED? przeto AB*++BC?+CD?4+ DA? 
—4 AE! 44 BEAC" +BD* (276. Wn.) 


234. Tw. Czworokąt jest połową rownoległoboku 
ż jego przekątnich i kąta między niemi zawartego 
(fig 25). s 
Przez wierzcholki A, B,C, D prowadzę linie równo- 
legle do przekątnich a równoległobok HF ma boki 
przy sobie leżące EH i HG równe przekątnim (115, 
by i kąt między nimi zawarty H równy kątowi BJC 
33 


www.rcin.org.pl 


258 


za warlemu pomiędzy przekąlniemi. Czworokąt ABCD 
jest połową równoległoboku HF, gdyż równoległo- 
bok przez przekąlnie czworokąta dzieli się na cztery 
równoległoboki, czworokąt zaś na cztery trójkąty bę- 
dące połowami tych równoległoboków; AJD połową 
HJ, DJC połową GJ i t. d. 

Wn. Na téj własności opiera się sposób zamiany 
czworokąta na równoległobok. 


235. Zg. Zamienić a) trójkąt ABC na inny z nim 
równoważny 1) pod danym kątem (fig. 236); przez 
wierzchołek C trójkąta ABC prowadzę linię CD ró- 
wnoległą do podstawy i linię AD czyniącą z podsta- 
wą AB kąt dany, to trójkąt ADB jest równoważny 
danemu i ma bok AD czyniący z podstawą kąt dany; 
2) poddanym bokiem, poprowadziwszy równoległą 
CD przecinam ją z punkta A promieniem równym 
bokowi danemu w punkcie D, to trójkąt ADB jest 
żądany, gdyż ma bok dany AD; bok więc dany nie 
może być mniejszy od wysokości danego trójkąta. 

b) trójkąt na równoległobok (fig. 245); na trójką- 
cie ABC dopelniam równoległoboku AD, który jest 
dwa razy większy od trójkąta ABC (274. Wn.6) poło- 
wiąc ten równoległobok linią EF równoległą do boku 
i przechodzącą przez środek podstawy AC, otrzy- 
mam SE e ha AF równoważny irójkątowi(274, 
Wn. 7). . | 

©) równoległobok AF na trójkąt; przedłażam pod- 
slawę AE o nią samą i punkt B z C łączę prostą a 
trójkąt ABC jest żądany (274. Wn. 7). 
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d) równoległobok AD na inny 1) pod danym kq- 
tem (fig. 245); z końców podstawy AC prowadzę li- 
nię AG i CH pod danym kątem do spotkania się z prze- 
dłużoną podstawą górną, a równoległobok AH jest 
żądany (274. Wn. 4); 2) o danym boku; z końca A 
podstawy, promieniem równym danemu bokowi 
przecinam w G przedłużoną podstawę górną i do- 
kończam równoległoboku GACH, onego bok AG 
jest dany. 

e) wielokąt ABCDE na trójkąt ( fig. 246); jeśli 
chcemy aby podstawa trójkąta leżala na prostéj AE, 
zaś wierzchołek był w wierzchołku C, z punkta € 
prowadzę przekątnie CE, CA; przez punkta D i B ró- 
wnolegle do odpowiednich przekątnich aż do spotka- 
nia się w F i G z bokiem przedłażonym mającym 
z przekątnią koniec wspólny, a Irójkąty CFE i CGA 
równoważne z irójkątami CDE i CBA (274, Wn. 2), 
w miejsce ich wzięte, dają trójkąt GCF równoważny 
wielokątowi; takim samym sposobem postępujemy 
z wielokąlami mającemi więcćj boków. 

f) równoległobok na inny pod danym bokiem i 
kątem (fig. 247), prowadzę linię AE czyniącą z pod- 
sławą AD) kąt'dany, i odcinam EF równe bokowi da» 
nemü, —prowadzę 1)G równoległą do AF i punkt prze- 
cięcia się G z przedłużoną podstawą gorną z punktem 
F łączę linią, — na trójkącie ACH dokończam równo- 
ległoboku-Ad a równoległobok GI dopełnienia z AG 
jest żądanym, gdyż AC równoważne z AG(274.Wn.4) 
zaś AG z GJ (275) w którym kąt KGL=EAD dane- 
mu i bok GK=EF danemu. 


” 
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256. Zg: Znaleźć kwadrat równy a) summie iln- 
kolwiek kwadratów danych luh ilekolwiek razy wię: 
kszy od kwadratu danego (fig. 248). Na ramionach 
kąta prostego odcinam od wierzchołka boki kwa- 
dratów danych, punkta B i C otrzymane z odcię: 
cia łączę linią prostą BC; a kwadrat z tej lmii jest 
równy summie dwóch kwadratów, których boki od- 
cięliśmy na ramionach kuta prostego (279),— z koń- 
ca linii BC wyprowadzam prostopadłą CD i odeinam 
na nićj bok trzeciego kwadratu, a kwadrat wystawio- 
ny na linii BI) równa się summie trzech kwadratów 
danych i t. d. Jeśliby kwadraty były równe, to tym 
sposobem otrzymamy bok kwadratu większego daną 
liczbę razy od kwadratu danego; b) różnicy dwóch 
kwadratów danych; ną ramieniu AC kąta prostego 
odcinam bok kwadratu mniejszego AC odA do Ci 
z punkta C promieniem równym bokowi kwadratu 
większego przecinam drugie ramię kąta w punkcie B, 
a linia AB jest bokiem kwadratu szukanego(279.Wn.) 


257. ZI. Na własnościach równoważności figur 
-opiera się sposób dzielenia wielokątów na pewną li- 
-ezbę części równych lub proporcyonalnych , mający 


zastosowanie przy podziale gruntu stosownie do dą- 
mych warunków, 


$ Ii. Stosunek powierzchni figur. 


258. Tw. gł. Prostokaty mające równe podsiawy 
mają się do siebie jak wysokoścź, t. j, liczba wyrąża- 
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jąca stosunek wielkości prostokątów, równa się licz- 
bie wyra”ającćj stosunek ich wysokości (lig. 249). 
Dowodzenie lsze. Przenoszę wysokość EG na wy- 
sokość AC, zawiera się ona wnićj od A do b dwa razy 
i pozostaje bC < EG; przez punkta a i b prowadzę li- 
nie równoległe do podstawy AB, które odetną od pro- 
stokąta AD dwa prostokąty Ba i ch równe prostoką- 
towi FG (253, Wn. 4), tak, że pozostały prostokąt 
bł) - FG; przeto ile razy wysokość GE zawiera się 
w wysokości AG, tyle cazy i prostokąt FG zawiera się 
w prostokącie AD, Przenoszę GC na wysokość EG, 
zawiera się w nićj raz jeden od E do g i pozostaje 
Gig < bC,— równolegla przez punki g do podstawy 
odcina prostokąt Fg równy prostokątowi JI i pozo- 
staje prostokąt gH < JD; przeto reszta JC tyle razy 
zawiera się w wysokości EG, od przenoszenia którćj 
wypadła, ile razy reszla ŻD) zawiera się w prostoką. 
cie FGit.d. A zatćm stosunki wysokości i powie- 
rzehni tych prostokątów jednakową wyrażają się li- 
czbą (11) czyli stosunki te są sobie równe. 
Dowodzenie gie. Prostokąt AD tworzy się posu- 
waniem podstawy jego AB po liniach równoległych 
AC i BD, równoległym od pierwotnego swego polo- 
żenia, lecz że wielkość linii AB zależy tylko odjćj dlu- 
gości, przelo wielkość prostokąla zależy jedynie od 
długości posuwającćj się linii AB i od dleglości na któ- 
rą ona posunęła się, mierzonćj wspólną prostopadłą 
AG, lak, że jeśli w dwóch prostokątach Ac i EJI tak 
posuwające się linie AB i EF jak i odległości Aa i EG 
są sobie równe, to wielkościtych prostokątów są także 
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równe, Jeżeli tworzące linie AB i EF w dwoch pro» 
stokątach AD i KH są sobie równe a oddalenia AC i 
EG nierówne. to prostokąt AD tóm jest większy od 
prostokąta EH, im odległość AC jest większa od òd- 
ległości EG, gdyż na.ile razy większą odległość pc- 
sunie się linia AB, tyle razy większą przebieży drogę, 
czyli tyle razy większy utworzy prostokąt — to samo 
ściąga się i do równoległoboków, tylko że oddalenia 
mierzy nie bok lecz prostopadla. à 


Wn. 1. W prostokącie podstawa może być wzięta 
"za wysokość, przeto prostokąty mające wysokości 
rowne mają się jak podstawy. 

Wn. 2. Ponieważ równoległoboki są równoważne 
prostokątom mającym z nićthi równe podstawy i wy- 
sokości, przeto równolegloboki mające wspólne pod- 
„stawy mają się do siebie jak wysokości, mające zaś 
wspólne wysokości mają się do siebie jak podstawy. 


Wn. 3. Trójkąty są połową prostokątów mających 
z nićmi wspólne podstawy i wysokości, przęto i trój. 
kąty mające podstawy równe, są w stosunku wyso- 
kości, i i nawzajem. 


1259. Tw. gł. Dwa jakiekolwiek prostokąly mają 
się do siebie jak iloczyny z podslaw przez wysokości, 
czyli jeden prostokąt Lyle razy zawiera się w drogim, 
ile razy iloczyn z liczebnój wartości podstawy przez 
wysokość jednego, zawiera się w podobnym iloczy= 
nie drugiego, byleby podstawy były mierzone jedna- 
kową miarą, podobnie i wysokośc”. 
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Nazwawszy jeden prostokąt dany przez A drugi 
przez a, podstawę pierwszego przez P drugiego p, 
wysokość przez W iw, i kreśląc trzeci prostokąt B 
mający za podstawę P a za wysokość w mamy: A:B 
=W: w (283), gdzie W i w jako składające jeden sto- 
sunek, są jednorodne czyli mierzone jednakową mia- 
rą; podobnież B: a =P: p; mnożąc te dwie proporcye 
otrzymujemy A, B: B a=W. P: w. p; czyliz A: a==W. 
P: w. p. 

Wn. 1. To dow odzęnie ściąga się do ARA AR 
boków i trójkątów; biorąc zamiast prostokąta a ró- 
wnoległobok jemu równoważny mający za podstawę 
` p aza wysokość w mamy że proslokąt A tyle razy 

zawiera się w równoległoboku a, tle razy liczha wys 
padla z pomnożenia podstawy przez wysokość pro» 
slokąla , zawiera się w podobnym 'iloczynie równole= 
głoboku; biorąc zaś. zamiast prostokąta a (rójkąt a 
jemu FONAD WPAP YN mający z nim równą podsławę p, 
a wysokość w? dwarazy większą od w, możemy także 
zamiast wysokości w wstawić Y,w' i będzie A:a' = 
P.W; apit t.j. prosłokąt A, tyle razyzawiera się wlrój- 
kącie a”, ile razy liczba P.W., wypadła z pomnożenia 
jego podslawy przez wysokość, zawiera się w połowie 
iloczynu p.w z podstawy przez wysokość irójkąla. 
Podobnym sposobem zamiast prostokąta A mogliby- 
śmy wziąść równoważny z nim równoległobok. lub 
trójkąt. 

Wn. 2. Zmierzyć: jakąkolwiek powierzchnię zna- 
czy dowiedzieć się ile razy powierzchnia przyjęta za 
edność czyli miarę zawiera się w mierzonćj powie- 
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rzchni; mierzenie więc powierzchni, podobnie jak li- 
nii należałoby uskutecznić przez nakładanie powie- 
rzchni przyjętćj za jedność np. prostokąta na powie- 
rzebnię, tyle razy ile się daje,—tak jak nakładają się 
tafle na posadzkę, aby się dowiedzieć ile razy tafla 
zawiera się w posadzce. Bez poznania własności fi: 
gur pod względem proporcyonalności, tym tylko spò- 
sobem moglibyśmy się dowiedzieć, ile razy powierż: 
chnia przyjęta za jedność, zawiera się w mierzonćj 
powierzchni; mimo niedogodności pochodząc éj z sa» 
mego uskuteczniania podobnego mierzenia, ono mo: 
że być tylko przybliżonóm, gdyż w ogólności jedność 
niezawiera się zupelnie w mierzonćj powierzchni lub 
choćby się zawierała, ksztalt ograniczenia nie dozwa+ 
la z ścisłością uskutecznić tego nakładania np. pro+ 
stókąta na trójkąt. Lecz na zasadzie wniosku po- 
przedzającego dla dowiedzenia się ile razy prostokąt 
A zawiera się w prostokącie a lub równoległoboku, 
niepotrzebujemy nakładać jedności A na mierzoną 
powierzchnię a lecz tylko dowolną linijną jednością 
zmierzyć ich podstawy (11 lub 155), następnie fą sa- 
mą lub inną miarą zmierzyć wysokości; dla A i 4 zro- 
bić iloczyny zliczebnych wartości podstawy przez wy» 
sokość i przez arytmetyczne dzielenie dówiedzieć się 
ile razy iloczyn W,P dla A zawiera się w liloczynie 
w.p dla'a, gdyż tyle razy i prostokąt A zawiera się 
w równolegloboku a. Podobnie aby się dowiedzieć 
ile raży prostokąt zawićra się w trójkącie, potrzeba 
zmierzyć ich podstawy i wysokości i dowiedzieć się 
ile razy iloczyn prostokąta zawiera się w polowie ilo- 
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oczyma trójkąta: Ztądywidzimy że dla zmierzenia pó 
(wierzchni mierzą się tyłko dwie linie podstawa i wy- 
„sokość od których wielkość powieczchoń zależy, i dla 
tego one zowią się wymiarami 00 000003000 
Aga £ AETATIS 514 KD E ETEN WIT WOK 
o Wag. Za jędność do mięczenia powierzchni uży: 
wamy zazwyczaj kwadratu, którego, podstawa iwy 
Akos równą sie jednošei szyb mierzę ljqijndiuąktó: 
ODAVATE RAAME BRYKA, Pal wA 
dratowym, Iloczyn wiee, z podstawy przez wysokość 
FW ZO WW oda pi A atgm ja 
lność la, tyle rozy. zawiera sie w.powierzekni, ilera- 
„2y Jedność arytmetyczna zawiera się w iloczynie pod- 
stawy pezei wysokość zmierzonych miara linijug czyli 
bokiem kwadratu bja ile ten iloczyn zawiera jedno- 
Au W akićm rozumieniu przez skrócenie mówimy, że 
pawierzeknia równoległoboku równa się iloczynowi 
i o kwi przez, uysolkośc, powierzchnia: trójka 
need A PB ALARA ą podstawy przez Kost 
kose, lub iloczynowi, z hodstawy urzez połowę wyso: 
„kości „ało z półówy podstawy przez wysokość; po- 
wierzchnia kwadrat równa sig twadralawi z hoku, 
„Byt Modstąwą równa wysokości. obawa idu 
Wa. aż. Prapeź przeż ptzekątnię dzieli się ha dwa 
„wójkqty ndjące'ża wysikość, wysokość (rapeza 4 ża 
„podstawy; jeden podstawę Yotiq! zas drugi podsta- 
wę 'górmytrapeza; a że pówieszebnia każdego ż nich 
czwieraw sobie tyje bwadeśtów pizyjętych za miarę, 
„lęcjedności, zawiera ilotzyn z polowy podslawy przez 
NysRKĘG NF RONĘESA WIA iR ga ka 


www.rcin.org.pl 


266 


peza zawiera tyle kwadratów przyjętych za miarę, ile 
ma jedności summa iloczynów z połowy jednćj,tudzież 
z połowy dragićj podstawy, przez wysokość; czyliilo- —- 
czyn z połowy summy podstaw przez wysokość t. j. 
powierzchnia trapezu równa się iloczynowi z połowy 
summy podstaw, lub linii łączącej środki boków nie- 
równoległy ych, przez wysokość. 

"Wn. 5. Powierzchnia koła tworzy się posuwaniem 
bez przerwy zmniejszającego się okręgu równolegle 
do pierwotnego położenia t. j. mającego środek nie- 
rachomy, który to okręg zmniejsza się w stosunku pro- 
mienia (265. Wn. 1); — podobnie powierzchnia trój- 
kąta tworzy się posuwaniem bez przerwy zmniejsza- 
jacćj się podstawy równolegle do pierwotnego polo- 
żenia, mającćj swe końce na dwóch bokach, która lo 
podstawa zmniejsza się w stosunku wysokości (139. 
Wn. 5); lecz że bezwzględna wielkość równie jak i 
stosunek powierzchni zależy jedynie od wielkości po- 
suwającćj się linii i od odległości na którą się posu- 
nęła, przeto jeśli okręg koła równy podstawie trójką- 
ta a promień równa się jego wysokości, to wielkość 
powierzchni koła i trójkąta jest jednakowa a tém sa- 
mém kwadrat przyjęty za miarę tyle raży zawiera się 
„w powierzchni kola, ile jedności ma iloczyn z okrę- 

„gu przez połowę promienia, mierzonych bokietm te- 
go kwadratu, czyli powierzchnia koła równa się ilo- 
czynowi z okręgu kola przez połowę promienia, Okręg 
koła równa się 2IIR (268) przelo powierzchnia równa 


się 200R: ÈR? Dla podobnéj przyczyny powierz- 
chnia wycinka równa się iloczynowi z łuku przeż po- 
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łowę promienia czyli jest taką częścią powierzchni 
calego koła, jaką łuk jego okręgu; a przeto otrzy: 
muje się mnożąc powierzchnię koła przez stosnek łu. 
ku do okręgu. Powierzchnia zawarlu między okrę- 
gami oddzielnemi wewnętrznie, jako różnica kół ró: 
wna się, UR*—Tlr"=" (R*—7), t.j. słosunkowi okrę- 
gu do średnicy pomnożonemu przez różnicę kwadra- 
tów promieni, Powierzchnia odcinka róićna sięróżni- 
cy pomiędzy powierzchnią wycinka lego samego koła 
mającego ten łuk za podstawę, a powierzchnią trój- 
kąta mającego za pólstawę cięciwę tego łuku a wie- 
rzchołek w środku koła, 

Wn. 6. Wielokąt for. przez linie połowiące kąty 
dzieli się na tyle trójkątów równych ile ma boków, 
a że powierzchnia każdego trójkąta zawiera w sobie 
tyle kwadratów przyjętych za miarę, ile ma jedności 
iloczyn zpodsławy przez połowę wysokości, zmierzo- 
nych bokiem tego kwadralu, przeto znajdziemy liez- 
bę kwadratów zawierających się w wiel. for., mnożąc 
liczbę kwadratów zawierających się w jednym z trój: 
kątów, przez liczbę tych trójkątów, czyli przez liczbę 
boków. 

Wn. 7. Powierzchnia nieforemnego wiel. znajdu- 
je się, a) dzieląc go na trójkąty lub trapezy i docho- 
dząc ich pwierzchni; b) dzieląc na same trapezy (fig, 
252) przez prostopadłe CD, EF.. do linii AB łączącćj 
dwa najodleglejsze punkta, których podstawami są 
prostopadłe CD, EF, GH... wysokości zaś są odcin. 
kami linii AB. Gdy odcinki te są sobie równe, to i 
wysokości trapezów są także równe, a zatóm w sum- 
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mie ich powierzchni, wysokość wspólna NO mnoży 
się przez summę podstaw EF, GH, 3K;;słażących dla 
dwóch trapezów, powiększoną polową: podsiaw Gi 
LM slużących dła jednego tylko twapeza:jał w figarzo 
CDML „gdyż powierzchnia COML =s OBEREN 
NO+ W EEG). NO- (CHIK) NO -Hndi 
+ LM). NOSA (GD HER-EEF HGH + GH +-IK =t 
HK-LM).. NO (GD HWER ++ 2IK-ŁM). 
Nast, Ya woda + Pare 8 A Pah 
200. w. Tröjkaly ABG i DBE mające. dite 
równym mają się do siebie jak tiloczyny z boków ża: 
wierających te;katy (figa 25376) 0400001 0501 
„o Kładę jeden trójkąt na drugi tak, aby'kąty równo 
przystały do siebie i końce Di € boków BDPBO zas 
wierających kąty równe łączę linią prostą DC3 trój: 
kąty ABC PDBG jako mające wysokości równe miają 
się da siebie jak podstawy (288. Wn. 3) ABC: DRO 
== b: DB; podobnie DBC:DBE<BC:BE przeto ABC. 
DBC: DBO.DBE=AB.BC: DB.BE, dzieląć ża pier: 
wszy stosunek przez DBC będzie: ABĆ+DBE AB: 
BO; DB.Bh. s 
Wa: Podobnie i rówioległoboki EKDL jig sk ) 
mające pó kącie rów nym, mają się do siebie „jak ilo: 
czyny Z boków zaw ierających te kąty, gdyż zestawi: 
wszy je tak, aby kąty równe DGL i EGK byly wierz- 
chołkiem przeciwiegle i” dokończywszy hal bokach 
GKAGL równoległoboku KL, równólegloboki DŁ 
GJ jako mające wysokości równe inają się jak pod. 
stawy: DL. GJ=DG:CK podobnie GI: EK==CŁ;GE 
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przeto 1L.GRGI.EK=DG.GLGK:GP czyli OLER: 
=£DG.GLIGR.GE; i dnioyw sjadobotł "MIA 

-Qla w pa dagote ydsol gwojlsaboj pianigoz iul dogi 

291. Tw. gh Powierzehnië figurpodobnych maje 
się ub siebie jak bwadrialybzJihii odpówiedńich. |. 

01% Ożnaczywszy powierzchnie: trójkątów podo 
bnych przez T vt, ich podstawy przez Pip; wysokó- 
ści praes Whi w, to T:l=2PoW:p.w (250W no 1); lecz 
Pip=W: w przeto pomnożywszy poprzedhiiki przez 
Pa następniki przez. p, lub-poprzeduiki przez Wwa 
następniki przez %0 otrzymamy Po pi=WP: wp daly 
P. W; pw==W3s w? a zatóm w pierwszćj i tych pro- 
porcyach «dwa stosunki równe trzeciemu PR Ws p.w 
są sobiesrówne taje TD: P/P pub WatWat 
Ponieważ linie odpowiednie w figurach podobnych 
są proporcyonałne, przeto /P: pAs £ czył P; pe= 
l: przeto i Potne tj. powierzchnie trójkąś 
tów mają się do siebie jak kwadraty z linii odpowie< 
dudoliei datse AAA odbe boa TTdul 151) bm 
"2% Wielokąły pódobne mają siędo siebie jak kwal 
draty z limii odpowiednich, gdyż składają się %równój 
liezby trójkątów podobnych i podobnie położonych 
(2621 Wn. 1); a że kaźderdwa trójkąty odpowiednie 
są w stosunka kwadratów z linivodpowiednich, prze: 
lo Fsummy ich sq w tymże samym stosunku. 0-1 
izon Powierzchnie kół sA w stosunki kwadratów 
z linii odpowiednich, gdyż one równają się ilóczyno». 
Wi ź okręgu przeż połowę promienia, a zatóm są wsto: 
stka tyeh iloćzynów t.j Ke RZVOR* Wor<żUli: oł 
lecz D:0— Rzy, przeto mhogo popizedniki przez A 
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a następniki przez 7 będzie: Ol: or==la; 72 przeto i 
K: k=R*:r*. Podobnie wycinki i odcinki kół, któ- 
rych łuki zawierają jednakową liczbę stopni, są w sto- 
sunku kwadratów z linii odpowiednich, 

Wn. Jeżeli kwadrat z dwóch linii równa się kwa- 
dratowi z linii trzecićj, to i summa figur podobnych, 
których liniami odpowiedniemi są dwie pierwsze li- 
nie, równa się figurze im podobnój w któréj linia trze- 
cia jest odpowiednią pierwszćj; oznaczywszy bowiem 
trzy figury podobne przeż'A, B, C ich linie odpowie: 
dnie przez a, b, © mamy: A: B=a?: ba to i AB: B 
=W +07; b* podobnie Ci B=c*: b2 przeto jeśli c*= 
a* +b* to te dwie proporcye mają trzy wyrazy równe 
a tóm samćm i czwarty AB równy ezwartemu G. 


202. Zg. Wykreślić 1) kwadrat równoważny a) 
równoległobokowi. Między podstawą a wysokością 
równoległoboku szukam linii średnio proporcyonal- 
nćj (151 lub 177. Wn. I, albo 185), a ona jest bo 
kiem szukanego kwadratu (259. Wn. 3); 9) trójkąło- 
wi: bok jego jest średnio proporcyonalny między 
podstawą a połową wysokości trójkąta; a że każdy 
wielokąt można zamienić na trójkąt jemu rówńowa+ 
zny (255, €), przeto kwadrat równoważny z tym irój- 
kątem jest równoważny i z danym wielokątem; c) 
wykreślić kwadrat któryby się miał do danego AB 
w slosunku danym min (fig. 254); na linii nieogranie 
czonćj odcinam EF=m i FG=nm, z punktu F wypro- 
wadzam prostopadłą do spotkania się w H z okręgiem 
kola, którego średnicą EG, trójkąt EKG jest proslo- 
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kątny (116. Wn.), przeto EK* KG*=EF: FG; na rä- 
mieniu EK kąta prostegu odcinan KH=AC i prowa- 

dzę HJ równolegle do EG to KI jest bokiem kwadra- 
lu szukanego, gdyż KE: KG=KH:KJ czyli KE: KG? 
="KH*: KJ? przeto dwa stosunki KH: KI? EE: FG 
równe trzeciemu KK%* KG? są sobie równe; u że KII2 
==AB przeto KI? jest z danym kwadratem w stosun- ` 
ka mən: 2) Wykreślić prostokąt równoważny ż kwa- 
dratem danym, a) ktorego summa boków przy sobie 
leżących równałaby się linii danćj AB (fig. 255). Na 
linii danćj AB jako na średnicy kreślę pół okręgu ko- 
ła i z końca'A wyprowadzam prostopadłą AE równą 
bokowi kwadratu danego, zaś z końca jéj E linię EG 
równoległą do linii danćj AB, to prostopadłe FC GD 
wyprowadzone do linii danćj z punktów I i G prze- 
cięcia się równoległej z okręgiem, są równe bokowi 
kwadratu danego (79. Wn. 2), a tóm samćm proslo- 
kąt z BC przez AC jest żądanym (177. Wn. 1); — b) 
różnica boków przy sobie leżących równałaby się li- 
nii danej AB (fig. 256); na linii danćj AB jako na sre- 
dnicy kreślę okręg koła i zkońca A wyprowadzam 
prostopadłą AE równą bokowi kwadratu danego przez 
punkt E prowadzę sieczną EC przechodzącą przez śró- 


dek a prostokąt z EC przez ED jest żądanym (155. 
Wn. a 


298. Zg. Wykreślić wielokąt a) równoważny sum. 
mie duóch danych wielk. podobnych, im podobny. 
Bok kwadratu równoważnego summie kwadratów 
z dwóch boków odpowiednich figur danych jest bo- 


(8E2 


kiem szukanego wielokąta odpowiednim tytn bokorh 
(291. Wn), który znajdziemy jak w N? 256, pozosta- 
jetylko na tym boku wykreślić wiel. foremny (268). 
Jeśli wielokąt szakany ma być równym różniey dwóch 
„wielolę , te szukamy boku kwadratu będącego wóżni- 
-cqkwadratów z boków odpowiednich. Podobniewy- 
„najduje się wielokątilekolwiek razy większy lub mniej- 
szyjod danego: b) któryby e danym wielokątem był 
w slosuuku danym; bok kwadratu będącego+w sto: 
„sunku, danym zkwadratem z boku wielokąta danego 
(292, c) jest bokiem odpowiednim widlokąta szukano: 
6% 0) podobny dune u wielokątowi Po żoktory byly 
„z wielokątem danym. „był w stosunki danym mvi: 
bla znalezienia boku. wielokąta danego i1) wielokąty 
„PiK zamieniam na kwadraty (292%) których bolyami 
„są linie iks, 2) wynajduje bok a, kwadratu będące= 
go Z kwadratem, K; w stosunku m; m a: tórh samóm wó- 
(Wnowaźnego wiel; szukanemu (292. e); 3) znajdaję 
Anię, © będącą w takim stosunku do.boku, akwadratu 
„równoważnego z szukanym; wiolokątemy w jakim jest 
„bok b „lanego wielokąta.P; do bokup kwadratu znim 
ównoważm AFERA Palast bokiepweżhkądego wielo- 
kalas AGGA UCHA R u zh: ap? "a. ‘Relatar 
wiel szukanema X gas pis P, sprzety ato dbx R, 
lecz że a? z wielokątem K jest w stosunku danym wm, 
i igury podobne mają się jak kwadraty z boków od: 
Rowi iedni ich, Przeto „2 jest bokiem. więłokątasznkane- 
fu A wy ala SZĄ ANR był równoważny wielu: 
OWA 3 wied dy k było! y, bokiem kwadratu gówno- 


w! [r 
e n 
ŚMSPI: ) dane * wiejokątowi voqbo wölod duówb x 
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204. Zg. Dany trójkąt podzielić ña części propor- 
cyonałne do linii danych, gd proste wychodzące 
s wierzcholki. 

Podslawę trójkąta dzieię na życi proporćyonalnó 
do linii danych (147), a pankta podziałów połączone 
z vierzchólkiem, dzielą trójkąt na trójkąty żądane; 
gdyż one jako mające równe wysokości, mają się do 
siebie jak podstawy: 


205. Zg. Znałeść prosią n będącą ż datą ta w słó- 
sunku kwadratów ddnych KASKI” (fig. 254. ). 

Na ramionach kąta prostego. EKG odcinäm boki 
kwadratów dańyci ii KH i Kj iz wierźcholka kąta 
prosiego, prowadzę prosłopadlą KŁ a ona podzieli 
linię HJ w stosunku kwadratów danych (249;, a zaż 


tóm linia szukana n jest proporcyonajna do linii HL, 
LJ i mi; 


296. Zr a) Powierzchnia kwadratu równa się 
kwadratowi z liczebnój wartości z boku, przeto ło- 
kieć kwadratówy mia ćwierci kwadr. 16, ćwierć 36 
chlii (1d. t. ji miara Wyższa na hiższą zamienia się 
mnożąc prźeż kwadrat ż liczby wyrażającćj podziały 
i nawzajem: b) Jeśli skala wyrdża 900-ine części 
niiary, to plań zrobiony podłag tej skali jest (900/)%= 
810000 razy mniejszy od mierzonćj przestezeni: gdyź 
ligury padobęć są w stósunku kwadratów z linii od: 
powiednich. e) Chege obliczyć powięrzebnię zmie: 
rzonej pr zosiÓżćni, obrachowywany trójkąty, (rapczy 
itd. i dochodzimy ich powierzchni mierząc linie mig:, 

35 
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rą wziętą ze skali , a.ilć ona zawiera miar kwadralo- 
wych linii z którćj zrobiona skała, tyle grunt zawiera 
miar kwadratowych jedności którćj skala jest czę- 
ścią, 4) Podział grantu niewymagający wielkiej ści- 
słości, uskutecznia się; ia planie, a) następnie linie 
dzielące. lii WM czE" paa się na 
gruncie. n płoay w sawo1 sap) oddaj sno + MŁ" 


voq WB]: IMANIA 
l 


„APO bAa M uddan 
wa n aal 


"297. Wielkość l Piw od eh kształta i i (ak, 

figury: mające obwody jednakowe nie mają jędnako- 
wój wielkości, mające zaś jednakową wielkość m 4 
nierówne obráid, Dwa glówne pytania maly 1 

roztrząsnąć ; „z figur, mających jednakowe: obwody, 
faje równoobwodowych, (izopery melrycznych), jakies 
go kszlajlu figury mają wielkość, największą (maxis 
mum); nawzajem.z mających wielkość jednakową, ja- 
kiego ksztaltu figury mają obwód najmniejszy (minin 
mum), i dla lego, to wlaśności te figur, znane sa, pod 
nazwą lzoper ymetryczności luh maximów i minimów. 


OLOMI 


"129817 Tip. gł Z trójkątów stojących ; na jednej 
podłstawie i mających wier rzekołki ni na jednej linii pro- 
stej, ten ma najmniejszą summę wòch innych bo. 
ków, w którym le boki są równ wno nachylone do linii 
wieFzEKOŁKÓW dig. 257). e diig 
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«Zakskąt ADB = CDE. Toe AD+ DC <4 AB- BC 

Z końca C podstawy AG wyprowadzam prostopa- 
dłę*dó linii owiercholków BD iodcinam EF=EC; 
punkt F łączę z punktami DB: Linia CD=DFi' "CB 
BF jakó rówiio Gddślone od spodka próstópadłj 
DE 60, przeto kńt CÓE=EDF (W? Wii. 3), zaś linie 
AD YDF stańówią jedną linię prosi „gdyżki 4l ADB 
FDE jako tówne kątówi CHE (49), a tnr śamóm AD 
TUP KBLEBFE" Czyli AD DG = AR-FBC. | $ 

"Wn. 1. Gdy finia. wierzchołków jest, ki 
do PARĘ wysokości trójkątów, są sobie „równe a 
tém samem i ich pow jerzchnie, a Irójkąt ADG mający, 
boki równo nachyląne do równylegićj linii wierzchoł- 
ków BE, ma także boki. równonachilone ido wysoko; 
ści DG, gdyż le kąty nachyleniasą dopelnieniai kątów, 
pierwszych, czyli trójkąt ADC jestrównoramienny(01., 
Wne 3% wzatóm z łrójkytówadwnoważnych mających. 
podstawysrownejWójkątsynelryczny mu nejmniejszy: 
abwod,, Jmawzajen; z lyojkąlów równosobwodowych 
a jednakowych podstawach, trójkut Symelryczny jest 
nujwiększym Mig. 23$); poprowadziwszy zivierzehpł 
ka; Da niesymelrycznego wójkąta, Jinię DE vównole- 
ela,do, podstawy AC; aż, do przecięcia się wE, z wy», 

sokością trójkąta'symetrycznego AKG i połączywszy 

ten punkt z:końcami. podstawy AC,, uiworzy się trój- 
kat symetryczny AEC, równoważny trójkątowi ADC, 
a zatóm „podług, poprzedzającego, AKU EC.< AD+- 
DC, leczAD +DCHAB>+ BC przeto AE. KEG AAB; 
BC, więc linia: AEC, jest objętą, przez ABC i trójkąt 
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ABC, jako całość, iaai ró jkata BRG wdłedoka: 
źnego z ADG, is 

Wn.2. Ze. wszysikiek trójkątów py Aer i 
trojkat foremny ma najmniejszy obwód., Jeśli bor 
wiem na boku trójkąta foremnego wyslawimy jaki» 
kolwiek trójkąt; z nim równoważny, to obwód jego 
jest większy. od obwodu danego trójkala, I nawza; 
jem: ze wszystkich trójkątów równo-obwodowych fos 
remny ma mujwiększą powierzchnię, gdyż PoWwieęze 
chnia jakiegokolwi iek trójkąta wyslawionego, na iggo 
boku jest mniejsza, | 

Wn.3. Z wielokątów 'Tównoważn, ych 0 jedndko- 
wój liczbie boków, równoboczny ma najmniejszy ý ob. 
wod (lig. 25%; gdyż wielokąt ABCDE niemający bóż 
ków równyćh nie może niieć najmniejszego obwodu; . 
jeśli bowiem bok BC nierówny bokówi CD, to wysta: 
wiwszy trójkąt BPD równoramienny równoważńg twój: 
kątowi BCD, summa boków BF+FD<BC+CD a | 
tém samém obwód ABFDE =< ABCDE. I nawzajemi. 
z wiełokątów równoobwodowych równoboczny ma naj 
większą powierzchnie gdyż wielokąt ABCDE nieró: 
wnoobwodowy niemoże niieć najwiękjszćj powierz* 
chni; jeśli bowiem B€ i GD nie są równe, to wysłać 
wiwszy trójkąt rówńoramienny BED równoobwodo+ 
wy ztrójkątem BCD, powierzchnia BFD'> BCD a tén? 
samóm i powierzchnia ABFDE ABCDES 0000 

Wn. 4. Z trupeżów rótenoważnych symetryczny 
ma nojmniejszy obwód ihig: 260); dopelniwwszy bo 
wiem trójkąta AED rakreśliwszy na vd =D trójki 
dpiietvytzhyý ued, znim vow ńowaźny, linia e równo: 
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legła do podstawy ad i oddalona'od nićj na wysokość 
danego trapeza AC, odcina trapeż ubet symetryczny 
i równoważny z danym trapezem, gdyż bc==BC jako 
będące do równych podstaw AD i ad w jednakowym 
stosunku, równym stosunkówi wysokości całego do 
wysokości odciętego trójkąta (189. Wn. 5); lecz że 
AE+ED > ae+red ta i jednakawe części pierwszych 
boków AB + CD> a6-+de gdyż stosunki AE;:AB, ED 
CD i ea: ab, ed: cd równają się stosunkówi ef: gf 
przeto AE+ED: AB+Ę+CD= eap ed: ubed, bo ka- 
żdy z tych stosunków równy ef: ef a że poprzednik 
większy od poprzednika przeto i ręce większy 
od aetępnika, 


299. Tw. Z Irójkąłów ABC i | DEF majaaj wy 
sokości i summy dwóch boków równe, symelryczn y 
ABG ma największą podstawę AC tig 261). 

Wystawiwszy na podstawie DF trójkąta niesyme: 
wycznego DEF, trójkąt symetryczny DIE mający 
z nim równą wysokość DH+HF< DEHER (298, 
Wn. 1), przeto i DH- HR < AB+-BC a tóm samém 
DH < AB, odciąwszy więc JK=GD, linia JK < JA, 
gdyż w tym tylko razie pda PRO jest mniej- 
szą od BA, 

"300. Te, Z trójkątów majacych jednakowe dwa 
boki yten jest największy, w lilorym te boki tworzą 
kąt prosty, Gdyż biorąc jedew nich za podstawę, 
ten rójkąt ma największą powierzchnię w którym wy- 
gokość największą, a zatóm w którym ta wysokość 
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równa się bokowi przyległemu podstawie, gdyż pro+ 
stopadla. hedge najkrótszą «e wszystkich: pochyłych, 
bylaby: krótszą od każdego i mnego bokuseromeón i 
m Waiiti Ze, wszystkich. równolegloboków. „mójąć 
cych boki dane prostokąt jest największy, gdyż skla» 
da się. z największych dwóch trójkqtówo isi oilasy w 
1304 /Tw. gł. Jeśli w wielokątie ABC-ydprówd. 
dzimy dowolną linię BThi weźmiemy'o3- symetryć dj 
prostopadłą do.tej linii, asiz wierzchołków pimio: 
wadzimy linie prostopadłe do osii odelniemy na'nich 
adeinki połowiące się nurosi i równeódcińkom: tych 
linii, zawartym między obwoilem danego więłokąla, 
to końce połowiących się odcinków, są wierzchołkami 
wielokąla równoważnego, muje ego mniejszy obwód 
(Gz. 362) « Td OBA adipńjww KS ar „COS 

040, W trójkącie ABG linii Alowbolgń 'BT, do której 
oś symetryi // jest prostopadłą; polowi podstawę AG; 
odcinam egzźBT:półowiące się w 'O/i-punkta</i f 
oznaczone itia osi przez: prostopadle Adii Cf,ołączę 
z panktamie,gi otrzymalem kwadratskośny de/q,któ+ 
rego punkt O jes środkiemsymetryi,gdyżsosie są pról 
stapadłei dO=+Q/ dlatego, żeAT==TC(43SXIKwadtat 
ten jest ró wiiowaźny trójkątowi ABQ'i ma od: niego 
mniejszy obwód, gdyż wójkąt efx równoramieńty, jest 
równoważny trójkątowi BTC zaśćdeg trójk. ABT. 

«087 Prowadzę linię JK polawiącą kąl między osiami 
symelnyi ios symetryi /k prostopadlą: dwstćj linji, 10 
wielukąt P jest równoważny skośnemu kwadrałowi, 
gdyż twój, symętw, ihn: pównawajwsięójhatayin Ža 
prostokat Lu równoleglobokowi eg iłeidsj «s 00000. 
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Wn. Im-dalćj posawamy podobnym sposobem 
przemianę wielokąta, tém więcćj on ma osi symetryi 
i tém mnićj one różnią się od.siebie,.a tóm'samrćm 
bardzićj wielokąt zbliża się, do. figury, równoważućj 
mającój najmniejszy obwód., Leczże wAćj przemiae 

nie liczba boków „powiększa się tak „ożew. pgólności 
- każden zwierzcholków, prócz dwóch skrajnych, iwo 
rzyjw następnćj dwa wierzcholki, przeto zarazem wies 
lokat zbliża siędo lij, krzywóje ozonsb oysiobo w 

-01 Wno2. Wiełokąt foremny ma mniejszy obwód od 
równoważnego żniw wielokąta nieforemnego'o tćj 
samćój liczbie boków; gdyż ma tylo równych sobie osi 
symetryi, ile wierzeholków (30), co .niemą miejsca 
w nieforemnym o.lćj samćj liczbie boków; z wieloką- 
tów zaś foremnych ten ma mniejszy : obwód, który. ma 
większą liczbę boków, gdyż y w jięcój n ma sobie, równych h 
osi symeftyi. 

Wn. 3. , Figura i niemająca w jakimkolwiek. EN 
ku, osi symelryi, lub s w którój u osię symetryi nie są sô- 
bie róy ne, niemoże mieć najmniejszego obwodu, gdyż 
w tym kieranku poprowadżiwszy linię i 68 symetryi da 
niej prstópidłą, otrzymamy figarę jéj rowno Wizna 
inającą "mniejszy obWod'a „zatóni figura, %w którój ve 
wszystkich kierunkach są ósie Sy mete i przechódząća 
przez”śródek i rówńe sobie, ma najminiejszy óbwód. 
Kolo więc manajnniejszy obwód ze: wtyka figary 
„rd igi sa jego” sosiami "nas lodłłóq w sn 

iw 5% saal nadddsiw «w os ualhps 

"1 3025 Pw.gh. Z. klatki paii HN shea“. 
boki dane procè jednego, ten: jest największyyktóry 
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jest wpisany w pólkole; a tóm samćm za bok nieożna: 
czony ma średnicę: | 

Wielokąt, wktórym, którykolwiek źwierżchołków 
nieleży na okręgu, hie może być największym; gdyż 
dwie przekątnie poprowadzone ż końców boku nie: 
danego do tego wierzchołka, nielworzą kąta proste 
go, a żatóm trójkąt prostokątny mający te przekątnie 
za przyprostokątnie; jest większy od trójkąta odpo: 
wiedniego danego wielokąta; wystawiwsży więc na 
przyprostokąlnich wielokąty równe wielokąłom sto: 
jącym na przeliątnich danego wielukąła, otrzymamy 
wielokąt większy od danego i mający boki dane: 

Wn. 1. Z wielokątów mających boki równe ib jeż 
dnakowym porzadku ten jest największy, który możć 
być wpisanym w koło; gdyź srednica poprowadzona 
przez jeden z jego wierzchołków, dzieli go razeni 
z trójkątem mającym ża podstawę bok przecięty przez 
ią średnicę a za wierzchołek drugi koniec tćj średni: 
cy, na dwa wielokąty wpisane w pólokręgu; przeką: 
inia zaś poprowadzona z wierzchołka odpowiednie: 
go wielokąta niemogącego być wpisanym w kolo, do 
wierzchołka trójkąta równego trójkątowi dodanemu 
do pierwszego wielokąta i wystawionego pa odpo» 
wiednim boku, dzieli wielukąt nie mogący być. wpisa; 
pym wkoło, na dwa wielokąły niemogące być wpisać 
ne w półkole a mające bóki równe i w tym samym po< 
rządku co w wielokącie wpisanym; lecz źe wielokąty 
pierwsze'są większe od drugich, pizetó wielokąt wpi: 
sany w koło z trójkątem, jest większy od wielokąta 


i 


niemogącega być wpisanym ztymże samym tvójkątem, 
czyli wielokąt pierwszy jest większy od drugiego. 
Was 2. Wźielkość wielokąta wpisanego wkoło mas 
Jacego boki dune, niezałeży od porządku tych boków; 
gdyż'w jakimkolwiek porzadku będą boki, trójkąty 
utworzone z tych boków i promieni poprowadzonych 
da ich końców, są sobie równe, jako mające po trzy 
boki rowne, a zatóm'i ich sommy są sobie równe. 

"Wa. 3. Zwielokątów rownoobwolowych 0 jedna- 
kowej liczbie boków największy ym jest foremny; gdyż 
jako mający boki równe jest większy od niemającego 
boków równych (29%, Wn, 3y a jako ' wpisany w koło 
jest większy od równobocznego niemogącógo być 
wpisanym. Pnawzajem: z wżełokątot równoważnych 
0 Jednitkotwej liczbie boków foremny ma najmniejszy 
obwotł; gdyż nie może mieć obwodu rów negó, bo 
mialby większą powierzchnię, ani większego bò wio- 
tokąt równoobwodowy z foremnym, a podobny i nie- 
foremnemu bylby mniejszy od foremnego, zaś wię- 
kary da: niefor: jako ma | podobny i i mający obwód wię- 
kszy; a zatóm i wielokąt foreńńy tembardziej BYdy 
WEKE, ód nieforemieko. " PY! kiije Pen 

17 'q Mba od męnupd ww dy do 

1803. Tw. Powierzchnia koli jest" Anish 
cyonutna między powierzchniami dwoch wietokatow 
podobnych z ktorych jeden opistny pcha zaś dru: 
gi rownoobwodowy z kołem" vi 

Powierzchnia koła rowna się Boczynoći z BB 
m Di brrr 0 wianek zal 


<a a i 
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nego, z obwodu Ob równa się iloczynowi przez polowę 
wysokości jednega z trójkątów skladających ten wie- 
lokat, mających wierzchołki we środku kola, równćj 
promieniowi: gdyż każdego trójkąta powierzchnia ró- 
wna się iloczynowi z podstawy przez wspólną wyso- 
kość; powierzchnia zaś wielokąta równoobwodowego 

z kolem równasię iloczynowi z obwodu przez połowę 
prostopadlćj jednego z trójkątów mających wierzcho- 
lek w środku i podobnych trójkątom opisanego wielo- 
kąta t.j. %40%.w0; zatóm Pow. wiel. opis: Pow. kola= 
0b. r: hOkaszzQbyQk, i Pow. koła: Pow. wiel. ró- 
wnoobw.==40/.75%40k. wr: w; lecz w wielokątach 
podobnych obwody są w stosunku wysokości, więc 
Ob:Ok=r: w; przelo w dwóch poprzednich propor- 
cyach dragie stosunkissą sobie równe, to i pierwsze 
są równe, czyli Pow. wiel. opis: Pow. kola=Pow. ko- 
ła: Pow. więlęwównoobw. z kolem. 

- Wn. gt. Powierzchnia kola jest największą zewszy- 
sikich wielokątow równoobwodowyck; gdyż wszelki 
wielokąt wpisany w koło jest większy od wszelkiego 
inniego' wiełokąta o tych samych bokach, zaś koło jest 
Większe'6d wielokąta z nim:równóobwodowego mo- 
Błcegó być «pisanym wkoło, gdyż powierzchnia wie- 
Jokąta opisanego na kole jest większa od powierzchni 
koła jako całóść Gd swojćj częścię 4 te! (pówierzchnie 
są w jednakowym stosunku. I mówzkjem (301. Wn. 
3), co moglibyśmy jeszcze dowieść podobnie jak w N. 
302. Wn. 3. 


303, Tw. Z wielokątów foremnych opisanych na 
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kole ten jesl większy który ma wee liczbę bo- 
ków (lig. 263). 

Linia AD jest półową boku wielokąta forem. o ». 
bokach opisanego na kole, którego promień SA, zaś 
AG połową boku takiegoż wielokąta mającego je- 
dnym bokiem więcćj t. j. z +1 boków, Kąt ASI) ja- 
ko półowa kąta środkowego, wielokąta, jest taką czę- 


ścią M jaką kąt środkowy 211 t.j. ; dla podobnój 


Il 
przyczyny kąt ASC jest arat zatém kąt ASD: ASC 
Hu 1 _ n+DIL, nil 
AEFI E = nanyi) (n+ln wę: 
ył kąt ASD ma takich kątów »+l, jakich ASG 
ma x. Poprowadziwszy linie dzielące kąt ASD na m 


+1 części, linia CD jest większa od AD, gdyżjew 
większą od części poprzedzającćj BC będąc z nią 
w stosunku linii Spr SB (142); przeto i j Eta 
AD 
n+t' 

" AD r 
ACen, „jjzkAd AC (n+ 1) < n. AD=czyli pół ob- 


część AC jest mniejsza od » takich części — 


wodu wielokąta o większćj liczbie boków jest mniej. 
sze od półobwodu wielokąta mającego boków jednym 
więećj a tém samém i cały obwód, większy od obwo- 
du. Lecz powierzchnia każdego z nich równo się ilo- 
czynowi z obwodu przez polowę promieniakoła wspie- 
ranego, przeto i powierzchnia wielokąta mającego 
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więcój boków jest'mmiejsza ód pokjezzhij wiel. ma- 
jącego mnićj boków. EUR 

304: Tw. Opisawszy na ikole K ami wietókąty 4 
AB, to Wwnasinne wielokąty Ci D rownoobsteadonie 
z kołem'K i im podobne A z0 B'z D, są wzgłędćm 
ch 6 slostnku odwrotnym t.j, D: CZA YB. 

"Koło jest średnio proporcyońalae między wielokń- 

Aem opisanym i podobnym ma,  równoobyodowym 
(302), przeto A: K=K: c i B: K=K:D czyli K:B 
=0); K, pomnożywszy tę proporcyę przez pierwszą i 
podzieliwszy wszystkie wyrazy wypadłój, proporcji 
przez K,,otrzymamy: A:B—D: Ć. 

Wn. 1. Z wiełokałów for emnych C i D rówitoob- 
trodotoych, wiełokąt € majacy więećj bókków ma tir- 
kszą powierzchnię; albowiem na kole znimi równo- 
at dowym ąpisawszy wielokąty im podobne Ą i B 

wielokąt A jako mający większą liczbę boków jest 
'mniejszy'od wielokąta B, a zatóm i wielokąt D 4 C 
gdyż A; B==b: G. „1 nawzajem: Z wżelokąlow fove. 
mnyćh rownoważnych wielokąt E mający więcćj bo: 
ow oF, ma obwotl mniejszy; gdyż jeśliby obwód 
E—=ob. FIioE>F; Jeśliby zaś ob. K >*ob. F, to wig: 
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